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6 Qisqacha sharh

Qisqacha sharh

Ushbu kitob mualliflarning Matematik Tahlil deb nomlangan
2 qgismlik o‘quv qo‘llanmalarini qayta ishlash natijasida yozilgan
3 ta kitobdan birinchisidir. Ushbu qism bir haqiqiy o‘zgaruvchili
funksiya differensial va integral hisobining klassik kursiga kiruvchi
bo‘limlarini o‘z ichiga olgan. Kitobda dastlab haqiqiy sonlar va li-
mitlar nazariyasi bayon etilib, so‘ngra uning asosida uzluksiz funksi-
valar, differensiallash, aniqgmas va aniq integrallar o‘rganiladi.

Tenglamalarni taqribiy yechish usullari hamda aniq integrallarni
hisoblash usullari ham darslikdan o‘rin olgan. Bundan tashqari, ki-
tobga sonli qatorlar nazariyasi hamda funksional ketma-ketlik va
gatorlar nazariyalari kiritilgan. Barcha matematik xulosalar qisqa
va sodda isbotlar asosida bayon qilingan va ko‘p sonli misollar bi-
lan oydinlashtirilgan. Har bir bobning oxirida mavzularni chuqur
o‘zlashtirishga yo‘naltirilgan misollar keltirilgan.

Kitobda to‘plamlar nazariyasi va matematik mantiq tushun-
chalaridan foydalanilgani sababli o‘quvchiga qulaylik yaratish mag-
sadida kitob oxirida to‘plamlar va matematik mantigning umumiy
nazariyasidan gisqacha ma’lumot keltirilgan.

Kitob Mirzo Ulug‘bek nomli O‘zbekiston Milliy universiteti va
M. V. Lomonosov nomli Moskva davlat universitetining, Toshkentda-
gi filiali talabalariga mualliflar tomonidan o‘qilgan ma’ruzalar asosi-
da yozilgan. Ushbu kitob universitetlarning "matematika" , "amaliy
matematika va informatika" , "mexanika" , "informatika va axborot
texnologiyalari" yo‘nalishlari bo‘yicha ta’lim oluvchi hamda oliy
matematika chuqur o‘rganiladigan texnika oliy o‘quv yurtlari-
da ta’lim oluvchi talabalar uchun mo‘ljallangan.
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Annorannsa

JaHHas KHUIS SBASETCS MEPBOH M3 TPEX KHUI' HAITUCAHHBIX B
pesynbTare nepepaboTKN ABYXTOMHOTO Y9eOHOTO TocoOud aBTOPOB
[0 MareMaTuydeckoMy aHajuzy. OHa BKJIIOYAET B cebsd pasieibl,
BXOJIAIIIE B KJIACCHIECKIH Kypc AudepeHIinaibHOro i HHTErPaib-
HOTO ucUucieHuss (DYHKIUH OQHONW JAeHCTBUTEIBHON MEPEMEHHOI.
Buauane uznaraercst TeOpusi NeHCTBUTENBHBIX YUCEN, TEOPUs TMpe-
JIEJIOB U HA 3TOH OCHOBE H3Y4alOTCs HENpPepPbIBHBIE (DYHKIUU, Ju]-
depeHIPOBaHIE, HEOIPEIE/IEHHBIH U ONPEJAEICHHbBIN HHTErPA, a
TAKKE METOBI TPUOIIKEHHOTO PEMEHIS YPABHEHWH U BHIYUCIEHIS
ONPEJIEJIEHHBIX HHTErPAJIOB. B KHUI'Y BKJIIOYEHA, TEOPUS YHCJIOBBIX
PSAIOB, a TakyKe Teopus (PYHKIMOHATBLHBIX TOCIEI0BATENLHOCTEN
u psapoB. Bee Matemaruieckue yrBEPKACHUS CHADXKEHBI KPATKHUMHU
U MPOCTHIMHU JOKA3ATEIHCTBAME M ITPOMLIIOCTPUPOBAHBI HOJIBITHM
KOJIMYECTBOM MPUMEPOB. B KOHIIE KaXK 101l TJIABbI IPUBOAUTCS HAOOD
38184, TPEIHA3HAYEHHBIX JJId JYUINero ycBoeHusi marepuana. C
eI 00JIerYeH st 0JIb30BAHMS] KHUTOW B KOHIIE TPUBOASATCH KPAT-
KH€ CBeJEHIs U3 00ITel TEOPHH MHOXKECTB U MATEMATHYECKOH JIOTH-
KU, WCIOJIb3yeMble B JaHHON KHure. KHura Hamucawa Ha OCHOBE
JIEKIIMI, YUTABIINXCA aBTOPAMHU CTyAeHTaM HaluoHaJbHOrO VHU-
BepcuTeTa Y3beknctana mMmenn Mupzo Yiayroexa n TamkeHTCKOro
dbunmmana  MOCKOBCKOTO TOCYIapPCTBEHHOTO YHUBEDCUTETA MMEHH
M. B. Jlomonocosa. IIpesnaznadeno A5 CTyAeHTOB YHIBEPCHTETOR
o HamnpapjeHusM "maremaruxa' , "HpUKIagHAS MATEMATHKA U
ungopmaruxa" , "undopmaruka u nHGOPMAIMOHHBIE TEXHOJIOTHK "
u  "mexanuka' , a TaK)Ke JJis CTYJEHTOB TEXHHYECKUX BY30B C
yIIYyOJIEHHBIM U3YyUYEHUEM BBICIIEH MATEMATHKH.
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Annotation

This book is the first volume of the second edition of the two
volume books of these authors named Mathematical Analysis. This
volume is manual of calculus of the functions of one real variable.
The book covers theory of real numbers, theory of limits, continuous
functions, differentiation, indefinite and definite integral, approxi-
mate solutions of the equations and numerical evaluation of definite
integrals. In the last two chapters numerical series and function-
al sequences and series are investigated. Appendix contains a brief
explanation of notions of general set theory and mathematical log-
ic, which are used in the book. The proofs are concise and simple.
Exercises at the end of each chapter mainly serve to deepen under-
standing of the material.

This manual is based on lectures given by the authors to students
of the National University of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek
and the Tashkent branch of Moscow State University named after
M. V. Lomonosov. It is designed for students of universities in areas
of "Mathematics", "Applied Mathematics and Computer Science",
"Information technology"and "Mechanics"as well as for advanced
students of engineering with indepth study of higher mathematics.
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So‘zboshi

Ushbu kitob mualliflari tomonidan Matematik Tahlil deb nom-
langan 2 qismlik (1-qism 2012 yil va 2-qism 2017 yil bosmadan
chiqarilgan) o‘quv qo‘llanma chop etilgan edi. Bu qo‘llanma muta-
xassislar tomonidan katta qizigish bilan garshi olindi va mualliflarga
o‘quv go‘llanmani yanada mukammallashtirish bo‘yicha bir qator
takliflar kelib tushdi. Xususan, qo‘llanmaning ikkinchi gismini ikki-
ta alohida gism sifatida chop etish maqgsadga muvofiq bo‘lishi hagida
ham. Mualliflar mana shu kabi takliflarni hisobga olib, qo‘llanmani
gayta ishlab, 3 gismdan iborat ushbu Matematik analiz kitoblarini
o‘quvchiga taqdim etdilar.

Birinchi kitob o‘z ichiga bir o‘zgaruvchili funksiyalarning diffe-
rensial va integral hisobi deb yuritiluvchi bo‘limini olgan. Bu bo‘lim
quyidagi umumgabul gilingan standart mavzulardan iborat: haqiqiy
sonlar nazariyasi, limitlar nazariyasi, uzluksiz funksiyalar nazariyasi,
differensiallash, aniqgmas va aniq integrallar hamda tenglamalarni
taqribiy yechish va aniq integrallarni hisoblash kabi differensial va
integral hisobining tadbiqlari.

Bulardan tashgari, sonli gatorlar nazariyasi hamda funksional
ketma-ketliklar va qatorlar nazariyasi ham birinchi gismdan orin
olgan.

Ikkinchi va uchinchi kitoblar ko‘p haqiqiy o‘zgaruvchili funksiya-
larni differensial va integral hisobining klassik kursiga kiruvchi
bo‘limlarini o‘z ichiga olgan.

Ravshanki, matematik tahlilni o‘rganayotgan o‘quvchi uchun
eng og‘ir narsa ‘ bu isbotdagi eslab golish shart bo‘lgan uzundan-
uzoq mulohazalardir. Mazkur 3 ta qismdan iborat kitoblarni yozish-
da tasdiglarni o‘quvchilar uchun tushunarli, lekin shu bilan bhirga
imkon darajasida qisqa isbotlarini topishga harakat qilindi. Chu-
nonchi, kitoblarda deyarli barcha isbotlar bir betdan oshmagan
bo‘lib, to‘la va aniq matematik asoslarga tayangan holda bayon
gilingan.

Uch kitobdan har birida bhir qgator o‘ziga xosliklar bor. Jum-
ladan, haqiqiy sonlar nazariyasini konstruktiv qurish bilan bir qa-
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torda haqiqiy sonlarning aksiomatik nazariyasi ham keltirilib, bu
usullar o‘zaro taqqoslangan.

Uchinchi qismda keltirilgan Furye almashtirishlari nazariyasi
kompleks giymatli funksiyalarni o‘rganishga olib keladi. Shu nug-
tayi nazardan, birinchi kitobda haqiqiy sonlar nazariyasi bilan bir-
ga kompleks sonlar nazariyasi ham nihoyatda sodda usulda bayon
gilinib, buning natijasida haqiqiy o‘zgaruvchi va kompleks giymatli
funksiyalarning xossalari ham o‘rganilgan. Bundan tashqari, rat-
sional funksiyalarning elementar funksiyalarda integrallanishi haqi-
dagi taniqli teorema haqiqiy o‘zgaruvchi va kompleks giymatli funk-
sivalarni integrallash orqali ishot qilingan. Natijada isbot sezilarli
darajada soddalashgan.

Uchta gismda ham barcha natijalarni imkon darajasida eng keng
umumiylikda keltirishga harakat qilindi. Masalan, Nyuton-Leybnits
formulasining darsliklarda kam keltiriladigan isboti berilgan. Bu is-
bot, birinchidan, Riman aniq integrali ta'rifining, tushunish uchun
biroz murakkabroq bo‘lsa-da, maqgsadga muvofiq ekanligini ko‘rsatadi.
Ikkinchidan, keltirilgan ishot bu formulaning hosilasi Riman ma’no-
sida integrallanuvchi bo‘lgan barcha differensiallanuvchi funksiyalar
uchun o‘rinli ekanligini ta’kidlaydi. Shu borada eslatib o‘tamizki,
odatda Nyuton-Leybnits formulasi uzluksiz hosilali funksiyalar
uchungina isbotlanadi.

Navbatdagi o‘ziga xoslik aniq integralning geometrik tadbig-
lariga doirdir. Tekislikdagi egri chizigning yoyi uzunligi formulasi
keltirib chigarilayotganda bu egri chiziq kompleks tekislikdagi egri
chiziq deb hisoblandi. Natijada formulaning isboti ancha soddalash-
di.

Taqribiy usullar bayon qilinayotganda, funksiya ekstremumini
topishning amaliyotda ko‘p qo‘llaniladigan usuli ushbu darslikda
birinchi marta asoslandi va yaqinlashish tezligi baholandi (8.2.1-
teorema). Bundan tashqari, tenglamalar yechishdagi Nyuton usuli
(bu usul urinmalar usuli deb ham ataladi) yaqinlashish tezligining
to‘g‘ri bahosi keltirildi.

Funksional ketma-ketliklar va gatorlarni o‘rganishda, matema-
tik analiz bo‘yicha boshqa darsliklardan farqli o‘laroq, deltasimon
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ketma-ketliklar kiritilgan. Uzluksiz funksiyalarni algebraik va trigo-
nometrik ko‘phadlar bilan tekis yaqinlashtirish haqgidagi Veyer-
shtrass teoremasi ushbu deltasimon ketma-ketliklar yordamida is-
botlangan.

Ushbu kitoblarda misollarni tanlashga katta ahamiyat qaratil-
gan. Tanlangan misollar nafagat ishotlangan tasdiglarni oydinlash-
tirishga xizmat qiladi, balki ular katta g‘oyaviy ahamiyatga ham
egadir.

Lotin alifbosiga o‘tish munosabati bilan taniqli olimlarning ismi-
ni va matematik terminlarni jahon adabiyotlarida umumgabul qilin-
gan yozilishiga imkon darajada yaginlashtirish zaruriyati tug‘ildi.
Shu munosabat bilan biz tanigli matematiklarning ismini hamda
matematik terminlarni yozishda quyidagi usulni qo‘lladik: Hilbert,
Helmholts, homeomorfizm va hokazo.

Ayrim paragraflar, bandlar hamda alohida tasdiglarning tartib
raqamlariga yulduzcha qo‘yilgan. Buning ma’nosi shundan iboratki,
bu paragraf va bandlar, asosiy matndan unchalik giyin bo‘lmasada,
matematik analiz bo‘yicha odatdagi dasturlarga kirmagan, lekin
matematik analizni hamda uning tadbiqlarini kelgusidagi o‘rganish-
larda foydali bo‘lgan materiallarga egadirlar.

Nihoyat yana shuni qayd etamizki, darslikda qulaylik uchun is-
botlar yakuni qora kvadrat B orqali belgilangan.

Kitob Mirzo Ulug‘bek nomli O‘zbekiston Milliy universiteti va
Lomonosov nomli Moskva davlat universitetining Toshkentdagi
filiali talabalariga mualliflar tomonidan o‘qgilgan maruzalar asosida
yozilgan.

Ushbu Matematik analiz deb nomlangan 3 ta kitob birgalik-
da universitetlarning "Matematika", "Amaliy matematika va
informatika", "Mexanika", "Informatika va axborot texnologiya-
lari" va "Axborat tizimlarini matematik va dasturiy ta‘minoti"
yo‘nalishlari bo‘yicha hamda oliy matematika chuqur o‘rganiladigan
texnika oliy o‘quv yurtlarida ta’lim oluvchi talabalar uchun mo‘ljal-
langan bho‘lib, u differensial va integral hisobi kursini to‘la qamrab
oladi.

Biz umid qilamizki, ushbu o‘zbek tilida yaratilgan matematik
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tahlil kursi T. Qori-Niyoziy tomonidan ilk bor o‘zbek tilida yozilgan
‘Asosiy matematik analiz kursi‘ nomli darsligi va taniqli olimlari-
miz T. Azlarov va H. Mansurovlarning ‘Matematik analiz‘ nomli
darsliklarining an‘anaviy davomi deb gabul qilinadi.

Shuni aytish kerakki, hozirgi kunda ko‘p matematik atamalar-
ning o‘zbek tilidagi tarjimasi mutaxassislar tomonidan qgayta ko‘rib
chigilayapti. Shu nuqtayi nazardan qaraganda, ushbu kursni ham
Matematik analiz o‘rniga Matematik Tahlil deb atash maqsadga
muvofiq bo‘lar edi. Lekin bu kurs o‘quv reja va o‘quv dasturlarda
Matematik analiz deb atalganini hisobga olib, biz ham shu atamani
ishlatdik.

Ushbu ikkinchi nashrni tayorlashda mualliflarga o'z yordamlarini
ayamagan hamkasblarimizga, jumladan B.Naimjonov, Q.Buvayev,
Yu.Fayziyev va Sh. Sheraliyevlarga o‘zimizning chuqur minnatdor-
chiligimizni bildiramiz.



I Bob. Haqiqiy sonlar

Matematik analiz shakllanishi davrida unga differensial tenglama-
larni tuzish va yechish usullari deb qaralgan edi. Hozirgi kunda
m‘t‘m‘tik tahlil deganda differensial va integral hisobi tushunilib,
differensial tenglamalar nazariyasi deganda esa, asosan, matematik
tahlilning usul va natijalariga asoslangan, matematikaning alohida
bo‘limi tushuniladi.

Zamonaviy matematik tahlil asosida limitlar nazariyasi yotadi
deb, hech ikkilanmasdan aytish mumkin. Keng ma’noda olib gara-
ganda, aynan mana shu holat matematik tahlilni matematikaning
boshqga bo‘limlaridan ajratib turadi.

Ushbu kursning asosiy maqgsadi — bir o‘zgaruvchili funksiyalar
uchun differensial va integral hisobni bayon etish. Bir o‘zgaruvchili
funksiya deb, bu kursda haqiqiy sonlar to‘plamini haqiqiy sonlar
to‘plamiga akslantirish tushuniladi. Shu sababli kurs haqiqiy sonlar
to‘plamini qurish bilan boshlanadi.

§ 1.1. Butun sonlar

1. Biz butun sonlar xossalarini o‘quvchiga ma’lum deb hisoblay-
miz. Odatda butun sonlar to‘plami Z simvoli orqali belgilanadi.
Har qanday ikki m va n butun sonlar uchun qo‘shish m +n va
ko‘paytirish mn amallari aniglangan. Bu ikki amal kommutativlik,
ya'ni:
m+n=n+m, mn = nm (1.1.1)

va assotsiativlik, ya'ni:

kE+(m+n)=(k+m)+n, k(mn) = (km)n, (1.1.2)
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xossalariga, ega.
Bundan tashqari, bu ikki amal distributivlik, ya'ni:

E(m+n) =km+ kn (1.1.3)

gonuni bilan bog‘langan.
Z to‘plamida nol 0 va bir 1 sonlari alohida ajralib turadi. Ya’ni,
har ganday m € Z uchun

0+m =m, Im=m (1.1.4)

tengliklar o‘rinlidir.

Butun sonlar to‘plami mushat butun sonlardan, manfiy butun
sonlardan va noldan iborat. Har ganday butun a soni uchun —a son
garama-garshi son deyiladi va u quyidagi

a+(—a)=0

tenglikni qanoatlantiradi. Ko‘paytirish amali qo‘shish amalidan shu
bilan farq giladiki, butun sonlar to‘plamida, qo‘shishdan farqli o‘la-
roq, ko‘paytirish amali teskarilanuvchi emas. Boshgacha aytganda,
biz har ganday butun a soni uchun unga teskari a~! element, ya’ni
a bilan ko‘paytmasi 1 ga teng bho‘lgan butun son mavjud deya ol-
maymiz.

Musbat butun sonlar natural sonlar deb ham ataladi. Natural
sonlar to‘plami natural qator ham deyiladi va odatda NN simvoli
orqali belgilanadi.

Butun m sonining natural n -darajasi induksiya orqali aniglana-

“ m! =m, m® = mm" L. (1.1.5)
Masalan, agar 2=1+1 deb aniglasak,
m?=m-m
bo‘ladi.

Istalgan k£ butun son va ixtiyoriy natural m va n lar uchun

k,ern _ k,m . k,n
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tenglikning bajarilishi ravshan.
Bu tenglikning barcha manfiy bo‘lmagan m va n larda o‘rinli
bo‘lishi uchun & # 0 bo‘lganda

K =1

deb hisoblanadi.

2. Biz ko‘pincha sonlarning geometrik tasviridan foydalanamiz.
Shu magsadda biror to‘g'ri chiziq olib, unda ixtiyoriy ravishda O
nuqtani belgilaylik. Bu O nuqta to‘g‘ri chizigni ikkita nurga ajrata-
di. Nurlardan birini musbat va ikkinchisini manfiy deb ataymiz.
Odatda to‘g‘ri chiziq gorizontal ko‘rinishda olinadi va o‘ng tomon-
ga ketgan nur musbat deb qaraladi. Albatta, matematik nuqtayi
nazardan bu tanlov majburiy emas. Musbat nurda O nuqtadan farq-
li ixtiyoriy Iv7 nuqgtani belgilaymiz, so‘ngra, OF; kesma davomida
Ivy nugtani shunday tanlaymizki, bunda O Iy va Iy I kesmalar teng
bo‘lsin. Bu jarayonni davom ettirsak, shunday Fy, Fo, ..., F,, ... nug-
talarni olamizki, har bir £, nuqta OF,_1 kesma davomida yotadi
va quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi (1.1-rasmga qarang):

I N N NN (NN N N I A TN (N N N
E.E, E, E, 0 E E E, B

.
>

1.1-rasm

EnEn+1 :OEl, n —= 1,2,3,...

Xuddi shu usulda manfiy nurda OF_; = OF] kesmani olamiz va
FE_ o F_3,...,FE_,, ... nugtalarni shunday belgilaymizki, bunda F_,
nuqta OF_; kesma davomida yotsin va quyidagi tengliklar baja-
rilsin:

E—nE—n—l :OEl, n —= 1,2,3,...
Bundan buyon bhiz istalgan n uchun £, nugtani butun n soniga,

O nuqtani esa 0 ga, ya’ni nol soniga aynan teng deb hisoblaymiz.
Bu tasvirlashda musbat sonlar 0 nuqtadan o‘ngda va manfiy sonlar
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esa bu nugtadan chapda joylashadi. Xususan, barcha natural sonlar
0 nugtadan o‘ng tomonda yotadi.

3. Har ganday musbat butun n soni noldan katta deb hisoblana-
di va n > 0 deb yoziladi. Har ganday manfiy butun m soni esa
noldan kichik deb hisoblanadi: m < 0.

Musbat sonlar va qo‘shish amalidan foydalanib, butun sonlarni
taqqoslash mumkin. Chunonchi, agar biror k£ natural (ya’ni butun
musbat) son uchun n = m + k bo‘lsa, biz m < n deymiz. Bum <n
tengsizlik n > m ko‘rinishda ham yoziladi.

Ushbu tengsizlik munosabati tranzitivlik xossasiga egadir, ya’ni
agar m < n va n < k bolsa, m < k bo‘ladi.

Bundan tashqari, quyidagi ikki muhim xossalar ham o‘rinli:

1) agar m < n bo‘lsa, ixtiyoriy k € Z uchun

m+k<n+k

bo‘ladi;
2) agar m < n va k > 0 bo‘lsa,

mk < nk

bo‘ladi.

Qat’iy bolmagan m < n tengsizlik yoki m < n, yoki m = n
ekanini anglatadi.

Kiritilgan taqqoslash quyidagi sodda geometrik ma’noga ega:
agar m < n tengsizlik bajarilsa, m nuqgta n nuqtadan chapda joy-
lashgan bo‘ladi.

4. Butun sonlar to‘plami Z ning biror ¥ qismiy to‘plami berilgan
bo‘lsin. Agar shunday butun m € F son topilsaki, ixtiyoriy n € £
uchun

m<n

tengsizlik bajarilsa, m songa F to‘plamning minimal elementi de-
yiladi.
Xuddi shu singari maksimal element tushunchasi ham kiritiladi.
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Ravshanki, Z to‘plamning har qanday qgismiy to‘plami maksimal
yoki minimal elementlarga ega bo‘lavermaydi. Masalan, musbat bu-
tun sonlar to‘plami maksimal elementga ega emas, manfiy butun
sonlar to‘plami esa minimal elementga ega emas.

N natural sonlar to‘plami butun sonlar to‘plamining qismiy to‘p-
lami deb garalganda, bu to‘plamning eng muhim xossalaridan biri
— uning to‘la tartiblanganligidir. Bu xossa shundan iboratki, N
to‘plamning ixtiyoriy qismiy to‘plami eng kichik elementga egadir.
O‘ta muhim bo‘lgan matematik induksiya usuli (prinsipi) aynan ana
shu xossaning natijasidir. Biz bu usulning tadbiqini quyidagi sodda
misolda ko‘rsatamiz.

1.1.1 - misol. Iztiyoriy n € N uchun

2" >n, mneN, (1.1.6)

tengsizlik bajarilads.
Isbot. (i) Shubhasiz, agar n = 1 bo‘lsa, (1.1.6) tengsizlik o‘rinli:

2l > 1.

(ii) Endi (1.1.6) tengsizlikni n = k da o‘rinli deb faraz qilib,
uning n = k + 1 da ham o‘rinli ekanini ko‘rsatamiz. Shunday qilib,

ok > k
bo‘lsin. U holda, bu tengsizlikni qo‘llab,
oftl —oF 90 Sk 2=k+tk>k+1

ni hosil gilamiz, ya'ni (1.1.6) tengsizlik n = k + 1 da ham o‘rinli
bo‘lar ekan.

(iii) Matematik induksiya prinsipi (1.1.6) tengsizlikni barcha
natural n sonlari uchun o‘rinli deb ta’kidlashimizga imkon bera-
di. Hagigatdan, agar bunday bo‘lmasa, shunday n sonlar topiladiki,
ular uchun (1.1.6) tengsizlik bajarilmaydi. Biz bunday sonlar uchun
(i) ni hisobga olgan ravishda n > 2 deyishimiz mumkin. Natural son-
lar to‘plami to‘la tartiblangan bo‘lganligi sababli, bunday n sonlar
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ichida eng kichigi mavjud, biz uni (k + 1) deb belgilaymiz. Bundan
chiqdi, (1.1.6) tengsizlik n = k da o‘rinli bo‘lib, n = k£ + 1 da o‘rinli
emas ekan. Ammo bunday bo‘lishi mumkin emas, chunki bu tas-
diq (ii) ga ziddir. Demak, (1.1.6) tengsizlik barcha n larda bajarilar
ekan.ll

5. Odatda butun sonlarni quyidagi:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 (1.1.7)
raqamlardan foydalanib, o‘nli sanoq sistemasida yoziladi, bunda
2=1+41, 3=2+4+1, 4=3+1, 5=4+1,
6=5+1, T=6+1, 8=7+1, 9=8+1.
Bu holda sanoq sistemasining asosi qilib
10=9+1

soni olinadi.
Har ganday musbat butun £k sonni

k= ap10° + a;10' + ... + @, 10" (1.1.8)

ko‘rinishda yagona usulda yozish mumkin, bunda har bir a; koeffit-
sient (1.1.7) giymatlardan birini gabul giladi.
Odatda (1.1.8) son simvolik ravishda

k = aplp_1...a100, (1.1.9)

deb yoziladi, bunda ag - birlar soni, a; - o‘nlar soni, as - yuzlar
soni va hokazo, deb ataladi. Ba’zan, k sonining musbat ekanligini
ta’kidlash magsadida (1.1.9) oldiga < + > - plus belgisi qo‘yiladi:

k =+ apnan_1...a10a9. (1.1.10)

Manfiy m soni shu singari, lekin < — » minus ishora bilan yozi-
ladi:
m = — bnbn—l---blbo- (1111)
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6. O‘nli sanoq sistemasi o‘rniga ixtiyoriy natural asosga ega
bo‘lgan sanoq sistemasini olish mumkin. Zamonaviy elektron hisob-
lash mashinalarida (kompyuterlarda) ikkilik sanoq sistemasi qo‘llani-
ladi. Bunga sabab kompyuterlar tuzilishining texnologik xususiyat-
laridir.

Ikkilik sanoq sistemasida faqgat ikki ragam: 0 va 1 ishlatiladi.
Ushbu sistemaning asosi 1+1 soni bo‘lib, quyidagi ko‘rinishda yozi-
ladi:

10 =1+1. (1.1.12)

Demalk,
100 =14+ DA+ =1+1+1+1 (1.1.13)

bo‘ladi.

Bu (1.1.13) formula ikkilik sanoq sistemasida taniqli "ikki karra
ikki to‘rt"tengligini anglatadi.

Ikkilik sanoq sistemasida ham har qanday natural k sonni (1.1.8)
yoki (1.1.9) ko‘rinishda yozish mumkin, bunda a; ikkita 0 yoki 1
giymatlarni qabul giladi, 10 esa (1.1.12) tenglik orqali aniglana-
di. Misol tarigasida hirinchi to‘qgizta natural sonlarning yozilishini
keltiramiz, bunda biz chap tomondagi sonni o‘nli sanoq sistemasida
va o‘ng tomondagi sonni ikkilik sanoq sistemasida yozdik:

1=1,

2-10,

3=11,

4=100,

5=101,

6=110,

7=111,

8=1000,

9=1001.

Manfiy butun sonlar (1.1.11) ko‘rinishda tasvirlanadi, bunda b;
ikkita 0 yoki 1 giymatlarni qabul giladi.

Shunday qilib, < + > yoki <« — = ishora bilan olingan, nol va
birlarning ixtiyoriy chekli ketma-ketligi biror butun sonni ifodalaydi
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va aksincha, ixtiyoriy butun son, <+ yoki <—> ishora bilan olingan
nol va birlarning chekli ketma-ketligi orqali ifodalanadi.

§ 1.2. Ratsional sonlar

Yuqorida qayd qilinganidek, butun sonlar to‘plamida ko‘paytirish
amali, gqo‘shish amalidan farqli o‘laroq, teskarilanuvchi emas. Aynan
mana shu hol butun sonlar to‘plamini ratsional sonlar to‘plamigacha
kengaytirish uchun bo‘lgan sabablardan biridir.

1. Butun sonning natural songa nishati ratsional son deyiladi.
Ya'ni, agar p butun son bho‘lib, ¢ natural son bo‘lsa, ratsional son

deb b ko‘rinishdagi ifodaga aytiladi. Odatda b ratsional sonni kasr

q q
(arifmetik kasr) deb ham atashadi, bunda p surat va ¢ maxraj de-
- . Y m ‘
yiladi. Albatta, agar pn = mgq bo‘lsa, = va — kasrlar o‘zaro teng

n
bo‘ladi. Shuning uchun, gat’iy qilib aytganda, har qanday ratsional
son — bu teng kuchli kasrlar sinfidir, ya’ni har qanday ratsional
son yuqoridagi ma’noda o‘zaro teng bo‘lgan barcha kasrlar sinfidan
iboratdir. Lekin, shunga garamasdan, biz musbat ratsional r son

uchun

_ b
7”7_

q

deb yozamiz va o‘ng tomonda mos teng kuchli kasrlar sinfining biror
vakili turibdi deb hisoblaymiz. Demak, bu kelishuvimizga ko‘ra, rat-
sional son surati butun sondan iborat bo‘lib, maxraji natural sondir.

Agar surat musbat bo‘lsa, ratsional sonni musbat deymiz va
aksincha, surat manfiy bo‘lsa, ratsional sonni manfiy deymiz.

Shunday qilib, ratsional sonlar to‘plami musbat ratsional son-
lar, manfiy ratsional sonlar va noldan iborat ekan. Odatda ratsional
sonlar to‘plami Q simvoli orqali belgilanadi.

Har ganday ratsional sonni kasr oldiga < + > yoki < — > ishora
qo‘yib, surati manfiy bo‘lmagan butun son va maxraji esa natu-
ral bo‘lgan arifmetik kasr orqali ifoda qilish mumkin. Butun sonni
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ham maxraji birga teng bo‘lgan kasr ko‘rinishdagi ratsional son deb
garasa bo‘ladi.

2. Ratsional sonlar to‘plami Q da tabiiy ravishda qo‘shish va
ko‘paytirish amallari kiritiladi.

Ikki ratsional g va, % sonlarning yig‘indisi deb quyidagi rat-

sional songa aytiladi:

+— = (1.2.1)

P
q qn

mianrqm
- .

m
Ratsional g va, - sonlarning ko ‘paytmast deb quyidagi ratsional

songa aytiladi:
=— (1.2.2)

Ratsional sonlarni qo‘shish va ko‘paytirish amallari kommutativ:
r+s=s+7r, r-s=s-r
va assotsiativ:
r+(s+t)=r+s)+t, r-(s-t)y=_(r-s)-t
bo‘lib, ular birgalikda esa distributivlik xossasiga:
r(s+t) =rs+rt,

ega ekanligini ko‘rsatish giyin emas.
0 1
Ratsional sonlar to‘plamida nol 0 = 1 va bir 1 = 1 alohida
o‘rin tutadi. Chunonchi, ixtiyoriy ratsional r soni uchun

r+0=r, r-1=r

tengliklar bajariladi.

Kiritilgan qo‘shish va ko‘paytirish amallari uchun ularga teskari
bo‘lgan ayirish va bo‘lish amallarini aniglash mumkin.

r va s ratsional sonlarning ayirmasi deb

r=s+1
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tenglikni qanoatlantiruvchi ¢ ratsional songa aytiladi va t = r — s
deb yoziladi.

Agar s # 0 bo‘lsa, r va s ratsional sonlarning bo ‘linmasi (nisbati)
deb

r=3s-1

tenglikni gqanoatlantiruvchi ¢ ratsional songa aytiladi va { = r deb
yoziladi. 5

Shuni gqayd etamizki, oxirgi tenglikdagi kasr, umuman aytganda,
gat’ity ma’noda arifmetik kasr emas, chunki uning surati va maxraji
butun sonlar bo‘lmay qolishi ham mumkin.

Har ganday ratsional r soni uchun unga garama-garshi bo‘lgan
shunday (—r) son mavjudki, u

r+(-r)=0

tenglikni ganoatlantiradi. Xuddi shu singari har qanday ratsional
r # 0 soni uchun unga teskari bo‘lgan shunday r~! son mavjudki, u

ror =1

tenglikni ganoatlantiradi.

Shuni aytish kerakki, nol teskari elementga ega emas, ya’ni nolga
bo‘lish amali aniqlanmagan.

3. Har qanday ikki ratsional sonni taqqoslash mumkin. Boshqa-
cha aytganda, Q to‘plamda tengsizlik munosabatini kiritish mumkin.
Buning uchun biz Q to‘plamda manfiy va musbat elementlar mav-
judligidan foydalanamiz, zero aynan shular orqali ratsional sonlar
tartiblanadi.

Avval nol bilan tagqoslashni kiritaylik. Agar ratsional » son mus-
bat bo‘lsa, uni noldan katta deymiz (r > 0) , ratsional r son manfiy
bo‘lganda esa uni noldan kichik deymiz (r < 0).

Endi yuqoridagi aksiomalardan foydalanib, umumiy holda teng-
sizlik munosabatini kiritishimiz mumkin.

Ta’rif. Agar ikki ratsional son uchun s —r > 0 tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, r ratsional son s ratsional sondan kichik deyiladi:

r<s & s—r>0.
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Bu r < s tengsizlik s > r ko‘rinishda ham yoziladi.

Kiritilgan tengsizlik munosabati tranzitivlik, ya'ni: <agar r < s
va s < t bo‘lsa, r < t bo‘ladi>, xossasiga ega ekanligini ko‘rsatish
glyin emas.

Bundan tashqari, quyidagi ikki muhim xossalar ham o‘rinlidir:

1) agar r < s bo‘lsa, ixtiyoriy ratsional ¢ uchun r +¢ < s+ ¢
tengsizlik bajariladi;

2) agar r < s va t > 0 bo‘lsa, rt < st tengsizlik bajariladi.

Bunday aniglangan taqqoslash qoidasiga muvofiq istalgan ikki r
va s ratsional sonlar uchun quyidagi uch:

munosabatlardan bittasi va faqat bittasi o‘rinli bo‘lishini qayd etamiz.

Shuni hisobga olgan holda, "ratsional sonlar to‘plami chizigli
tartiblangan” deyiladi.

4. Ratsional sonlarning ushbu paragrafda sanab o‘tilgan xos-
salari asosiy hisoblanib, ular yordamida bir qator yangi xossalarni
keltirib chigarish mumkin. Qizig‘i shundaki, bunda ratsional son-
larning qanday aniglanganligi umuman ahamiyatga ega emas, muhi-
mi ular uchun yuqoridagi xossalarning o‘rinli ekanligidir. Boshgacha
aytganda, biz bunday xossalarga ega bo‘lgan ixtiyoriy tabiatdagi
obyektlarni olib, faqat keltirilgan xossalarga asoslangan holda maz-
munli tasdiglarni keltirib chigarishimiz mumkin. Albatta, bunda
olingan yangi tasdiglar ratsional sonlar uchun ham o‘rinli bo‘ladi.

§ 1.3. Cheksiz o‘nli kasrlar

1. Afsuski, ko‘pgina masalalarni yechish uchun ratsional son-
larning o‘zi yetarli emas. Masalan, yuzasi 50 kv.m. ga teng bo‘lgan
kvadratning tomonini topaylik. Ravshanki, bunday kvadratning to-
moni 5v/2 m. ga teng bo‘lishi kerak edi. Ammo bu son ratsional
emas, chunki v/2 ning ratsional emasligini oson ko‘rsatish mumkin.
Agar biz ratsional sonlar to‘plami bilan cheklansak, bu ifoda ni-
mani anglatishini umuman tushuntira olmaymiz. Bu kamchilikni
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gisqa qilib quyidagicha aytish mumkin: ratsional sonlar to‘plami
to‘la emas.

Shuning uchun ratsional sonlar to‘plamini biror usul yordami-
da shunday to‘ldirish zarurki, bunda, birinchidan, yangi elementlar
xuddi ratsional sonlar xossalariga ega bo‘lsin va ikkinchidan, ular
ratsional sonlar bilan birgalikda to‘la to‘plamni tashkil gilsin. Rat-
sional sonlar to‘plamini to‘ldirishning eng oson yo‘li cheksiz o‘nli
kasrlardan foydalanishdir.

Har ganday ratsional sonni davriy cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishida
yozish mumkin. Bunday kasrni olish uchun, masalan, burchak usuli
bilan bo‘lish algoritmidan foydalanish kifoya.

1.3.1 - misol.

! =0,3333
5 =0

Endi, aytaylik, r» = b ixtiyoriy musbat ratsional son bo‘lsin. U

holda burchak usulida bo‘lish vaqtida, qgoldig har bir qadamda ¢
dan kichik bo‘lishi kerak. Natijada biror qadamdan keyin qoldiglar
gaytarilib kela boshlaydi. Bundan chigdi ratsional sonning cheksiz
o‘nli kasr ko‘rinishida ham ragamlarning biror guruhi qaytarilib kela
boshlaydi.

Shuni qayd etish kerakki, ratsional sonni bunday usulda cheksiz
davriy o‘nli kasr ko‘rinishida yozishda 9 ragami bu cheksiz o‘nli
kasrning davri bo‘la olmaydi. Masalan, burchak usulida bo‘lishda
0,499999... cheksiz o‘nli kasr hosil bo‘lmay, uning o‘rniga 0 ragami
davri bo‘lgan 0,500000... cheksiz o‘nli kasr hosil bo‘ladi.

Bu tasdigqa teskari tasdiq ham of‘rinli. Chunonchi, 9 ragami
davri bo‘lmagan har qanday cheksiz davriy o‘nli kasrga biror rat-
sional sonni mos qo‘yish mumkin. Buning uchun navbatdagi misolda
go‘llanilgan algoritmdan foydalansa bo‘ladi. Aytaylik,

a = 1,518181818...

bo‘lsin.
U holda
10a = 15,18181818...
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va,
1000a = 1518, 18181818...

deb, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:
990a = 1000a — 10a = 1503.

Ushbu algoritm garalayotgan cheksiz davriy o‘nli kasrga r =

1503 167
990 — 110 ratsional sonni mos qo‘yadi. Ratsional sonlar bilan
davri 9 ragamiga teng bo‘lmagan cheksiz davriy o‘nli kasrlar orasida

o‘rnatilgan bunday moslikning teskarisi ham o‘rinli ekanini ko‘rsatish
glyin emas.

Agarda barcha cheksiz davriy o‘nli kasrlarni olsak, u holda yuqori-
dagi algoritm ularning har biriga biror ratsional sonni mos qgo‘yadi,
lekin bunda ikki o‘nli kasrga bitta ratsional son mos kelishi mumkin,
masalan,

1
5 = 0,50000... = 0,499999...

Bunday anigmaslik fagat 0 yoki 9 sonlari davriy gqatnashganda-
gina sodir bo‘ladi. Bu anigmaslikni yo‘qotish magsadida, bundan
buyon shunday kasrlarni teng deb hisoblaymiz.

Ratsional sonlar to‘plamiga davriy bo‘lmagan cheksiz o‘nli kasr-
larni qo‘shish yordamida yuqorida qayd etilgan to‘ldirishga erishi-
ladi.

Ta’rif. Ushbu

T = ag, A102...0n. .., (1.3.1)

ko‘rinishdagi ifodaga musbat cheksiz o‘nli kasr deyiladi, bunda ag -
(butun gism deb ataymiz) manfiy bo‘lmagan butun son bo‘lib, har
bir j > 1 larda a; (o‘nli belgi deb ataymiz) sonlar 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9 qiymatlardan birini gqabul giladi. Bundan tashqari, (1.3.1)
da ag(k > 0) lardan kamida bittasi noldan farqlidir.
Ta’rif. Agar
Yy=— bo, blbgbn (132)

tenglikda minus <« — > ishoraning o‘ngida musbat cheksiz o‘nli kasr
turgan bo‘lsa, bu (1.3.2) ifodaga manfiy cheksiz o‘nli kasr deyiladi.
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Bu songa mos musbat cheksiz o‘nli kasr
b= by, b1bs...b,... (1.3.3)
manfiy (1.3.2) kasrning absolyut qiymati deb ataladi. Bu holda

ly| = b

deb yoziladi.
Quyidagi ifodaga
0 = 0,00...0... (1.3.4)
nollik cheksiz o‘nli kasr, yoki oddiygina nol deyiladi.

Musbhat cheksiz o‘nli kasrning absolyut qiymati deb shu kasr-
ning o‘ziga aytiladi, nolning absolyut giymati esa nolga teng deb
hisoblanadi.

2. Ikki cheksiz o‘nli kasr uchun tenglik tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif. Agar

a4 = Qp, A102...0p... (1.3.5)
VG
b= by, bi1bs...by,... (1.3.6)

cheksiz onli kasrlar uchun
[ bo, a1 = bl, a2 = bg, ceey O = bn, (1.3.7)

tengliklar bajarilsa, bu kasrlarni teng deymiz.

Bundan tashqari, 0 yoki 9 davriy qatnashgan kasrlar uchun quyi-
dagi qo‘shimcha tenglik munosabatini kiritamiz.

Ta’rif. Agar 9 davriy gatnashgan quyidagi

a = ag, 31a2...ak—105999...
davriy kasrda ap £ 9 bolib, 0 davriy gatnashgan
a’ = ag,a1az...ap_1a;,000...

davriy kasrda aj, = ag, + 1 bo‘lsa, bu davriy kasrlarni ham teng deb
hisoblaymiz.
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3. Ikki cheksiz o‘nli kasr uchun taqqoslash qoidasini kiritamiz.
Ta’rif. Ikki musbat, o‘zaro teng bo‘lmagan,

a = ap, 4149...0p,...

va
b= bo, biba...b...

cheksiz o‘nli kasr berilgan bo‘lsin. Agar
ag > bo

bo‘lsa, yoki shunday n nomer topilsaki,
ao = bo,

a1 = b17

Up—1 = bn—l

bo‘lib,
A, > by

bo‘lsa, a ni b dan katta deymiz va a > b deb yozamiz.

Bu ta’rifning 0 yoki 9 davrga ega bo‘lgan davriy kasrlar uchun
ham muvofiglashganligini navbatdagi tasdiq ko‘rsatadi.

1.3.1* - tasdiq. Mos ravishda 9 va 0 davriy qatnashgan tkki
o‘zaro teng cheksiz o‘nlt davriy kasrlar berilgan bo‘lsin, ya'ni

a = ag, a109...a_109999...,
bunda ap £ 9 va

a' = ap, araz...ap_1a;,0000...,
bunda a), = ar + 1. U holda quyidagi

a<c<a
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qo‘sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi ¢ son mavjud emas.
Isbot. Faraz gilamiz, shunday ¢ son mavjud bo‘lib, u

C = Cp, C1C2...

ko‘rinishga ega bo‘lsin.
Ta’rifga ko‘ra, a < c¢ tengsizlik shunday n nomer mavjudligini
anglatadiki, u uchun

Co = g, €1 = 41,--.; Cn—1 = Unp-1,

lekin
Cp > U,

bo‘ladi.

Ta’kidlash lozimki, n butun son isbot gilinayotgan tasdiq shar-
tidagi £ butun sondan kichik bo‘la olmaydi. Haqigatan, agar n < k
tengsizlik o‘rinli bo‘lganda edi, a va a‘ sonlarining verguldan keyingi
birinchi (n—1) o‘nli belgilari teng bo‘lgani uchun, biz nafaqat a < ¢
tengsizlikka, balki a‘ < ¢ tengsizlikka ham ega bo‘lar edik.

Lekin n butun son k& butun sondan katta ham bo‘la olmaydi,
chunki a sonning k& nomeridan bhoshlab, barcha o‘nli belgilari 9 ga
teng ho‘lib, ¢, sonlar , ravshanki, 9 dan katta bo‘la olmaydi.

Shunday qilib, yuqoridagi n son tasdiq shartidagi k£ songa teng
bo‘lishi kerak ekan. Xuddi shu singari, ¢ sonining o‘nli belgilari ichi-
da @' sonining ularga mos o‘nli belgilaridan kichik bo‘lgan birinchi
belgisining nomeri ham %k ga teng ekanligi ko‘rsatiladi. Isbotlana-
yotgan tasdiqning shartiga ko‘ra aj, = aj + 1 ekanligini eslasak,

ap <cp <ap+1

go‘sh tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Ammo, ravshanki, bu qo‘sh tengsizlik hech gqanday butun ay
va ¢ sonlar uchun o‘rinli bo‘la olmaydi. Hosil bo‘lgan garama -
garshilik 1.3.1* - tasdigqning haq ekanligini isbotlaydi.l

Ta’rif. Haor qanday musbat cheksiz o‘nli kasr ixtiyoriy manfiy
cheksiz o‘nlt kasrdan katta hisoblanadi.
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Ta’rif. Agar |b| > |a| bo‘lsa, a manfiy cheksiz o‘nli kasrni b
manfiy cheksiz o‘nli kasrdan kotto deymiz.

Ta’rif. 0 sonint har qanday monfiy cheksiz o‘nli kasrdan katta
va har ganday musbat cheksiz o‘nli kasrdan kichik deb hisoblaymiz.

Shunday qilib, ixtiyoriy ikki cheksiz o‘nli kasrni o‘zaro taqqoslash
mumkin ekan, ya’'ni ikki cheksiz o‘nli kasrlar yoki o‘zaro teng, yoki
ulardan birt ikkinchisidan katta bo‘ladi.

Odatdagidek, agar b > a bo‘lsa, a ni b dan kichik deymiz va
a < b deb yozamiz. Qat’iy bo‘lmagan tengsizliklar ¢ < b va a > b
odatdagidek kiritiladi, ya'ni:

(a <b) & (a <b)V(a="b).

Eslatma. Yuqorida kiritilgan ikki cheksiz o‘nli kasrni tagqoslash
goidasidan tengsizlik munosabatining tranzitivligi to‘g‘ridan - to‘g‘ri
kelib chiqadi:

(a<b)N(b<c)=(a<c),

va'ni, ¢ < b va b < ¢ tengsizliklardan a < ¢ tengsizlik kelib chigadi.
4. Yuqoridagi tushunchalarning tadbiqi sifatida absolyut qiy-
matning xossalaridan birini isbotlaymiz.
1.3.2 - tasdiq. Quyidagi ikki tengsizliklar teng kuchlidir:

|z| < a, (1.3.8)

—a<z<a. (1.3.9)

Isbot. Avvalo, har ikkala (1.3.8) va (1.3.9) tengsizliklarda a
cheksiz o‘nli kasrning musbat bo‘lishini ta’kidlaymiz, chunki aks
holda, ikkala tengsizlik ham hech qanday x uchun o‘rinli bo‘lmas
edi. Shu sababli bundan buyon a > 0 deb hisoblaymiz.

1) Dastavval (1.3.8) dan (1.3.9) kelib chigishini isbotlaymiz. De-
mak, (1.3.8) tengsizlik bajarilsin deb faraz qilaylik. Agar x > 0
bo‘lsa, bu tengsizlik

x<a

ko‘rinishga keladi va shuning uchun x cheksiz o‘nli kasr (1.3.9) qo‘sh
tengsizlikni ham ganoatlantiradi.
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Agarda x < 0 bo‘lsa, (1.3.8) tengsizlikni unga teng kuchli |z| <
| — a| ko‘rinishda yozib olamiz, qaysiki, manfiy x va (—a) cheksiz
o‘nli kasrlarni taqqoslash qoidasiga binoan x > —a tengsizlik ba-
jarilishini anglatadi, ya’ni bu holda ham x (1.3.9) qo‘sh tengsizlikni
ganoatlantirar ekan.

2) Xuddi yuqoridagidek (1.3.9) dan (1.3.8) ning kelib chigishi
isbotlanadi.®

§ 1.4. Haqiqiy sonlar

1.

Ta’rif. Haqiqiy son deb cheksiz o‘nli kasrga aytamiz.

Hagqiqiy sonlar to‘plami R simvoli orqali belgilanib, u sonlar o‘qi
deb ham ataladi. x € R yozuv x haqiqiy son (yoki gisqaroq qilib,
son) ekanligini anglatadi.

Ravshanki, ratsional sonlar haqiqiy sonlarning barcha davriy
cheksiz o‘nli kasrlardan iborat gismiy to‘plamini tashkil qiladi, ya’'ni
QCR.

Ratsional bo‘lmagan haqiqiy sonlarga irratsional sonlar deyila-
di.

Bizning galdagi vazifamiz haqiqiy sonlar uchun arifmetik amal-
larni, ya’ni qo‘shish va ko‘paytirishni kiritishdir. Biz bu vazifani
keyingi paragrafda amalga oshiramiz. Ushbu paragrafda esa haqiqiy
sonlarning yuqorida o‘rnatilgan tengsizlik munosahatlari bilan bog‘liq
bo‘lgan asosiy xossalarini o‘rganamiz.

Sonlar o‘gining quyidagi qismiy to‘plamlarini kiritaylik:

ochiq interval yoki qisqaroq, interval deb

(a,b) ={reR: a<ax<b}, (1.4.1)

to‘plamga;
yopiq interval yoki kesma (yoki ba’'zan segment) deb

la,b] ={z eR: a<z<b} (1.4.2)

to‘plamga;
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yarim interval deb
la,b) ={z eR: a<z<b} (1.4.3)

yoki
(a,b)] ={zeR: a<z<b} (1.4.4)

to‘plamlarga aytamiz.

2. Ushbu bandda biz Q ratsional sonlar to‘plami R haqiqiy son-
lar to‘plamida zich ekanligini ko‘rsatamiz.

Ta’rif. Haqiqiy sonlar to‘plami R ning biror qismiy to‘plami E
berilgan bo‘lsin. Agar IY ning R dan olingan ixtiyoriy interval bilan
kesishmasi bo‘sh bo‘lmasa, E to‘plam R dao zich deyiladi.

1.4.1%* - tasdiq. Q ratsional sonlar to‘plami R hagiqiy sonlar
to‘plamida zichdir.

Isbot. R sonlar o‘qidan olingan ixtiyoriy (a, b) interval berilgan
bo‘lsin. Bu intervalda kamida bitta ¢ ratsional son borligini isbot-
laymiz.

Agar a va b sonlar ratsional bo‘lsa, masala hal; ¢ sifatida ularning
o‘rta arifmetik qiymatini olamiz:

a+tb

0—2.

Shu sababli, faraz qilaylik,
a = ap, 41a2...

va
b= b, bibs...

bo‘lib, ulardan kamida bittasi irratsional son bo‘lsin. Agar, misol
uchun, b irratsional bo‘lsa, u holda @ soni uchun 9 soni davriy qat-
nashmagan cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishidagi ifodasini tanlaymiz.

Intervalning ta'rifiga ko‘ra a < b. Demak, shunday manfiy bo‘l-
magan butun k son topiladiki, u uchun

ag = bo, ay = bl, ceey Qp—1 = bk—l
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bo‘lib,
ap < by
bo‘ladi.
Endi agar ¢ sifatida quyidagi

¢ = bo, b1ba...b;000...

davriy cheksiz o‘nli kasrni olsak, ravshanki, a < ¢ < b bo‘ladi, va a
soni davri 9 dan iborat cheksiz davriy kasr bo‘lmagani tufayli a # c.
Bundan chiqdi, a < ¢ < b.1

Navbatdagi tasdiq ixtiyoriy haqiqiy sonni ratsional sonlar bi-
lan yaginlashtirish mumkinligini ko‘rsatadi. Ratsional sonlar uchun
arifmetik amallar aniglanganini eslatib o‘tamiz.

1.4.2* - tasdiq. Istiyoriy haqgigiy ¢ sont berilgan bo‘lsin. U holda
istalgan € > 0 ratsional soni olinganda ham, shunday ikki o va 8
ratsional sonlari topiladiki, wlor uchun

a<c<p

V6
b—a<e
tengsizliklar bajariladi.

Isbot. Agar ¢ ratsional son bo‘lsa,

a=c—-, f et S

c
4 4

deb olishning o‘zi yetarli.
Endi ¢ irratsional son bo‘lsin. Aniglik uchun bu son

C = Cp, C1C2C3...

ko‘rinishdagi davriy bo‘lmagan cheksiz o‘nli kasr bo‘lsin.
Biz n nomerni quyidagi shartdan tanlab olamiz:

n >

m | =
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U holda, ravshanki, (1.1.6) ga ko‘ra,
Y22 2 1

va shuning uchun,
10"< e.

Endi
a = c¢g,C102...¢,,000...

va,
B8 = ¢y, c162...¢,999...

desak, ravshanki, a <c< fvaf —a = 107" < £ bo‘ladi.l

Eslatma. 1.4.2* - tasdiq ixtiyoriy ¢ € R uchun shu sonni o‘z
ichiga oluvchi ratsional chegarali hamda istalgancha kichik uzunlik-
ka ega bo‘lgan («, ) intervalning topilishini anglatadi. Ravshanki,
bunda « va S sonlari mos ravishda chapdan va o‘ngdan ¢ soniga
ratsional sonlar bilan yaqinlashishni beradi.

3. Yuqorida o‘rnatilgan haqiqiy sonlarni taqqoslash qoidasi yuqo-
ridan yoki quyidan chegaralangan to‘plam tushunchalarini kiritish
imkonini beradi.

Faraz qilaylik, & haqiqiy sonlar to‘plami R ning ixtiyoriy qismiy
to‘plami bo‘lsin.

Ta’rif. Agar shunday M soni topilsaki, iztiyoriy * € E uchun

<M

tengsizlik bajarilsa, ¥ C R to‘plamni yugoridan chegaralangan
deymiz.
Bunda M soni E to‘plamning yugori chegarasi deyiladi.
Ta’rif. Agar shunday m soni topilsaki, iztiyoriy x € E uchun

r>m

tengsizlik bajarilsa, £ C R to‘plamni quyidan chegaralangan
deymiz.
Bunda m soni ¥ to‘plamning quyi chegarasi deyiladi.



34 Haqiqiy sonlar I Bob

Ta’rif. Agar to‘plam yugoridan ham quyidan ham chegaralangan
bo‘lsa, u chegaralangan deyilads.

Shubhasiz, agar biror to‘plam yuqoridan chegaralangan ho‘lib,
M uning yuqori chegarasi bo‘lsa, M dan katta ixtiyoriy son ham shu
to‘plamning yuqori chegarasi bo‘ladi. Boshgacha aytganda, yuqori-
dan chegaralangan to‘plam cheksiz ko‘p yuqori chegaralarga ega.
Shu chegaralar ichida ularning eng kichigi juda muhimdir.

Ta’rif. Yugoridan chegaralangan to‘plamning aniq yugqori che-
garast deb yuqori chegaralarning eng kichigiga aytilads.

Boshgacha aytganda, M soni I to‘plamning aniq yuqori chegarasi
bo‘lishi uchun u quyidagi ikki shartlarni qanoatlantirishi kerak:

(i) ixtiyoriy « € F uchun

<M

tengsizlik o‘rinli;
(i) ixtiyoriy M’ < M uchun shunday 2’ € E topiladiki, u uchun

x> M

tengsizlik o‘rinli.

Bunda (i) - shart M son F to‘plamning yuqori chegarasi ekan-
ligini, (ii) - shart esa ixtiyoriy kichikroq M’ son yuqori chegara bo‘la
olmasligini, ya’ni M eng kichik yuqori chegara ekanligini anglatadi.

F to‘plamning aniq yuqori chegarasi sup ¥ simvoli orgali belgi-
lanadi.

Quyidan chegaralangan F to‘plamning aniq quyi chegarasi bu
to‘plam quyi chegaralarining eng kattasi sifatida aniqlanib, inf &
simvoli orgali belgilanadi.

Agar F to‘plamining aniq yuqori chegarasi M shu to‘plamning
elementi bo‘lsa (M € FE), M shu to‘plamning maksimal elementi
yoki sodda qilib maksimumi deb ataladi. Xuddi shu kabi minimal
element yoki minimum aniqlanadi.

Ratsional sonlar sinfi ko‘pgina masalalarni yechishga yetarli emas-
ligi to‘g‘risida yuqorida aytilgan edi. Misol sifatida quyidagi

E={zxeQ: 2a?<2}
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chegaralangan to‘plamning ratsional sonlar sinfida aniq yuqori chega-
raga ega emasligini qayd etamiz.

Hagqigatan, bu to‘plamning aniq yuqori chegarasi sifatida /2
sonni olish mumkin edi, ammo bu son ratsional emas, shuning uchun
ratsional sonlar sinfida u <mavjud emas>. Bunga sabab ratsio-
nal sonlar to‘plamining to‘la emasligidir. Aksincha, hagiqiy sonlar
to‘plamining eng muhim xossasi uning to‘laligi hisoblanadi.

Bu xossadan, xususan, ixtiyoriy musbat a haqiqiy soni uchun
arifmetik kvadrat ildizning, ya’ni (y/a)? = a tenglikni gqanoatlanti-
ruvchi /a musbat haqiqiy sonning mavjudligi kelib chiqadi (quyida
keladigan 3-bobning 3.6-paragrafiga qarang).

Navbatdagi teorema haqiqiy sonlar to‘plamini to‘laligi tushun-
chasining ma’nosini oydinlashtiradi.

1.4.1 - teorema (to‘lalik haqidagi asosiy teorema). Hagigiy
sonlarning har qanday bo‘sh bo ‘lmagan yuqoridan chegaralangan to‘p-
lami aniq yuqori chegaraga egadir.

Isbot. Faraz qilaylik, & haqiqiy sonlarning aqalli bitta element-
ga ega bo‘lgan yuqoridan chegaralangan to‘plami bo‘lsin.

1) Avval E to‘plam elementlari orasida kamida bitta manfiy
bo‘lmagan son bor holni garaymiz. Albatta, bu holda aniq yuqori
chegara ham manfiy bo‘lmaydi. ¥ to‘plamning yuqori chegaralari-
dan biri M bo‘lsin deylik, ya'ni istalgan x € IV uchun

<M

bo‘lsin.
F to‘plamdagi istalgan manfiy bo‘lmagan sonni

a = ag, 4162... (1.4.6)

ko‘rinishda belgilab olamiz. Ma’lumki, biz ag ni butun gism va j > 1
bo‘lganda a; sonlarni o‘nli belgilar deb atagan edik.

Shubhasiz, barcha (1.4.6) ko‘rinishdagi sonlarning butun qism-
lari M dan katta emas, shuning uchun butun gismlar ichida eng
kattasi mavjud. Ana shu butun gismni by orqali belgilaymiz. Bu by
sonning ham manfiy emasligi aniq.
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Biz E to‘plamning (1.4.6) ko‘rinishdagi sonlari ichida fagat bu-
tun gismi by ga teng bo‘lganlarinigina garaymiz. Bu sonlar ichida
verguldan keyingi birinchi o‘nli belgisi, ya’ni a; eng katta bo‘lgan
son mavjud. Ana shu eng katta o‘nli belgini by orqali belgilaymiz.
Ravshanki, b, (1.1.7) giymatlardan birini qabul giladi.

Endi F to‘plamning (1.4.6) ko‘rinishdagi sonlari ichida fagat bu-
tun gismi by ga va birinchi o‘nli belgisi b; ga tenglarinigina qaraymiz.
Bu sonlar ichida verguldan keyingi ikkinchi o‘nli belgisi, ya’ni a5 eng
katta bo‘lgan son topiladi. Ana shu eng katta o‘nli belgini by orqali
belgilaymiz.

Mana shu jarayonni davom ettirib, biz quyidagi cheksiz o‘nli
kasrni olamiz:

b= by, b1bs...b,... (1.4.7)

Aynan mana shu son F to‘plamning aniq yuqori chegarasi bo‘lishi
aniq. Hagigatan, bu sonning tanlanishiga ko‘ra, istalgan ¢ € K
uchun

a<b (1.4.8)

bo‘ladi, ya'ni b son E to‘plamning yuqori chegarasidir. Yana b son-
ning tanlanishiga asosan, agar biz (1.4.7) dagi o‘nli belgilardan biror-
tasini kichiklashtirsak, (1.4.8) tengsizlik barcha a € FE lar uchun
o‘rinli bo‘lmay qoladi. Bundan chiqdi, b aniq yuqori chegara ekan.
2) Endi E to‘plamning barcha elementlari manfiy sonlar bo‘lsin.
Ushbu holda manfiy
r = — p,a10a2...

sonlar o‘rniga ularning absolyut qiymatlarini, ya’'ni
|2| = ag,aras...

sonlarni qaraymiz.

So‘ngra, I dagi sonlarning absolyut qiymatlaridan tuzilgan to‘p-
lamning (1.4.7) ko‘rinishdagi aniq quyi chegarasini, ya'ni b cheksiz
o‘nli kasrni quramiz. Chunonchi, har bir gadamda ax o‘nli belgining
eng kichik giymatini olamiz va uni by deb belgilaymiz. Shundan
so‘ng (— b) son E to‘plamning aniq yuqori chegarasi ekanligi oson
tekshiriladi.l
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4. F to‘plam yuqgoridan chegaralangan bo‘lmagan hollarda ham
aniq yuqori chegara simvoli sup F ishlatiladi va bunda

supl/ = +oo (1.4.9)

deb hisoblanadi, bu yerda oo - cheksizlik belgisi.
Shunga o‘xshash, to‘plam quyidan chegaralanmagan holda

inf £ = —oo (1.4.10)

deb yoziladi.
Yuqoridan chegaralanmagan to‘plamlarga eng muhim misollar
sifatida quyidagi tengliklar bilan aniglangan

(a, +o0) ={x €R: 2x>a} (1.4.11)
ochiq yarim to‘g‘ri chizigni va
la, +oo) ={r €eR: x>a} (1.4.12)

yopiq yarim to‘qg‘ri chizigni olish mumkin.
Quyidan chegaralanmagan to‘plamlarga esa misollar sifatida quyida-
gi ochiq yarim to‘g‘ri chizigni:

(=00, b) ={reR: x<b} (1.4.13)

va
(=00, b ={reR: a<b} (1.4.14)

tenglik bilan aniqlangan yopiq yarim to‘g‘ri chizigni olish mumkin.
Hagqiqiy sonlar to‘plami R ni ba’zan cheksizlik simvollari orqali
ham yoziladi:
R = (—c0, +o0).
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§ 1.5. Haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar

1. Ushbu paragrafda biz haqiqiy sonlar ustida arifmetik amal-
larni aniqlaymiz. Bunda quyidagi oddiy kuzatish asos qilib olinadi:
agar biz a va b haqiqiy sonlarni ratsional « va 3 sonlar bilan mos
ravishda yaqinlashtirsak, o + 8 va «af ratsional sonlar ham mos
ravishda a + b yig‘indiga va ab ko‘paytmaga yaqinlashishi kerak.

Istalgan haqiqiy sonni ratsional sonlar bilan ixtiyoriy aniqlikda
yaqinlashtirish mumkinligi 1.4.2* - tasdiqda o‘rnatilganligini eslatib
o‘tamiz.

Yozuvni soddalashtirish magsadida quyidagi belgilashni kirita-
miz. Ixtiyoriy a haqiqiy son uchun R(a) simvoli orqali ¢ dan kichik
bo‘lmagan ratsional sonlar to‘plamini belgilaymiz:

Ra)={xeQ : x>a} = QnNJa, +o0). (1.5.1)

Bu to‘plam quyidagi o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan xossaga ega.
1.5.1% - tasdiq. Istalgan a € R uchun

inf R(a) = a (1.5.2)

tenglik o‘rinli.

Isbot. Bevosita R(a) to‘plamning ta’rifidan a son quyi chegara
ekanligi ko‘rinib turibdi. Shuning uchun biz ana shu son quyi chegara-
larning eng kattasi, ya'ni aniq quyi chegara ekanligini ko‘rsatishimiz
kifoya.

Buning uchun biror ¢ > @ son ham R(a) to‘plamning quyi
chegarasi deb faraz qilaylik, ya'ni istalgan € R(a) uchun z > ¢
bo‘lsin deylik. Ratsional sonlarning R da to‘laligiga ko‘ra, (a, ¢) in-
tervalda kamida bitta ratsional 2’ son topiladi, ya'ni a < 2’ < c.
Demak, (1.5.1) ta'rifga ko‘ra 2/ € R(a). Ammo, ravshanki, bu ele-
ment 2’ > ¢ tengsizlikni qanoatlantirmaydi. Hosil bo‘lgan qarama-
garshilik tasdigni isbotlaydi.l

Eslatma. Agar o ratsional son bo‘lsa, R(a) to‘plamning aniq
quyi chegarasi shu to‘plamning o‘ziga tegishli bo‘lib,

inf R(a) = min R(a) = a (1.5.3)
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tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

2. Avval ikki haqiqiy a va b sonlarning yig‘indisini aniglaymiz.
(1.5.1) ta'rifga ko‘ra, R(a) to‘plam elementlari > a tengsizlikni
qanoatlantiruvchi, R(b) to‘plam elementlari esa y > b tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha ratsional sonlardan iborat. Ratsional son-
lar uchun arifmetik amallar aniglanganligini eslatib o‘tamiz.

Ta’rif. Ikki hagiqiy a va b sonlar yig‘indisi deb

— inf 1.5.4
¢ zGR(al)I,lyeR@) (v +y) ( )

tenglik orgali aniqlangan ¢ songa aytamiz.

Har ganday ikki haqiqgiy son yig‘indisining mavjudligi haqiqiy
sonlar to‘plamining to‘laligi haqidagi asosiy teoremadan kelib chiqa-
di.

Quyidagi tasdiq o‘rinli.

1.5.2 - tasdiq. Agar a va b ratsional sonlar bo‘lsa, (1.5.4) tenglik
bilan aniglangan a va b hagiqiy sonlar yig‘indisi ratsional sonlar
to‘plamida aniqlangan (a + b) yig‘indi bilan ustma-ust tushadi.

Isbot to‘g‘ridan to‘g‘ri (1.5.3) tengliklardan kelib chigadi.

Bu tasdiq ikki haqiqiy sonning yig‘indisi uchun odatdagi

c—a+b

belgilashdan foydalanishga imkon beradi.

Shuni aytish kerakki, yuqoridagi ta’rifda a sondan o‘ngda joy-
lashgan barcha ratsional sonlar to‘plami R(a) o‘rniga, a sondan
chapda joylashgan barcha ratsional sonlar to‘plamidan, ya’ni

Lia) ={xeQ : z<a} = (—o0, a|NQ (1.5.5)

to‘plamdan foydalansa ham bo‘ladi.
Bunda ikki haqiqiy a va b sonlar yig‘indisi sifatida quyidagi

d = sup (® +y) (1.5.6)
x€L(a), yeL(b)

tenglik orqali aniglangan d son olinadi.
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Bunday aniglangan yig‘indi yuqorida aniglangan yig‘indi bilan
ustma-ust tushishini ko‘rsatish qiyin emas, ya’ni navbhatdagi tasdiq
o‘rinlidir.

1.5.3% - tasdiq. Istalgan ikki a va b haqgiqiy sonlar uchun (1.5.6)
tenglik orgali aniqlangon d som shu sonlarning yig‘indisigo teng,
ya’'ni

d=a+b. (1.5.7)

Isbot. Agar x € L{a), 2’ € R(a) vay € L(b),y’ € R(b) bo'lsa,
r <a<a, y<b<y (1.5.8)
bo‘ladi va shuning uchun
rty < 2 +y.
Demak, ushbu tengsizlik chap tomonidagi yig‘indining aniq yuqori
chegarasi, ya’'ni d soni, o‘ng tomondagi yig‘indining aniq quyi chegarasi-
dan, ya’ni @ + b sonidan oshib ketmaydi. Binobarin,

d < ath (1.5.9)

Endi istalgan ratsional £ > 0 son uchun (1.5.8) shartdagi rat-
sional 2,2,y va ¢ sonlarni

¥—w<e Y -y<e (1.5.10)

tengsizliklarni qanoatlantiradigan qilib tanlaymiz (ravshanki, 1.4.2*
- tasdiqqa ko‘ra buni amalga oshirish mumkin).
Shunday ekan d sonining (1.5.6) ta'rifiga ko‘ra

Yty < xtyt2e < di 2,
natijada chap tomonning aniq quyi chegarasini olsak,
a+b < d+2 (1.5.11)

tengsizlik hosil bo‘ladi.
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Nihoyat, (1.5.9) va (1.5.11) larni solishtirib,
d < at+b < d+2e

tengsizliklarni olamiz va bundan, £ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra,
talab qgilingan
atb=d

tenglikka ega bo‘lamiz.l

Haqiqiy sonlar uchun (1.5.4) tenglik orqali aniqlangan qo‘shish
amali xuddi ratsional sonlarni qo‘shish amali singari xossalarga ega,
ekanligini ko‘rsatish qiyin emas.

1) Haqgiqatan, kommutativlik xossasi quyidagi tenglikdan kelib
chigadi:

inf = inf . 1.5.12
zeR(al)I,lyeR(b) (m + y) yeR(b;,nxeR(a) (y + m) ( )

2) Shunga o‘xshash, assotsiativlik xossasi ratsional sonlar yig‘in-
disining assotsiativligining bevosita natijasidir.
3) Nol element sifatida, ravshanki, quyidagi cheksiz o‘nli kasr
olinadi:
0 = 0,000...

Haqiqatan, agar « € R(a) vay € R(0) bo‘lsa, ya'ni, x va y quyidagi
z>a, y=0

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ratsional sonlar bo‘lsa,
ravshanki,

a+0=inf(x+y)=inf(z+0)=infx =a

bo‘ladi.
4) Nihoyat, ravshanki, istalgan a uchun unga qarama-qarshi (—a)
element mavjud. Haqigatan, agar a > 0 element

a = Cg, C1C2C3... (1.5.13)
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ko‘rinishga ega bo‘lsa, unga qarama-qarshi element sifatida
—G = —Cp, C1C2C3..., (1.5.14)

manfiy cheksiz o‘nli kasrni olish kerak va aksincha, (1.5.14) ko‘ri-
nishdagi elementga qarama-qarshi sifatida (1.5.13) element olinadi.

Biz ikki haqiqiy sonning yig‘indisini aniqlagan vaqtda bu son-
larning mushat ekanligini talab gilmagan edik. Ma’lumki, agar haqiqiy
son < -+ > ishorali (yoki umuman ishorasiz) cheksiz o‘nli kasr orqali
ifodalansa, bunday son musbat va aksincha, agar haqiqiy son <« — >
ishorali cheksiz o‘nli kasr orqali ifodalansa, bunday son manfiy de-
vilgan edi. Demak, agar a musbat haqiqiy son bolsa, —a manfiy
haqiqiy son bo‘ladi.

Quyidagi sodda tasdiq o‘rinli.

1.5.4% - tasdiq. Iztiyorty ikki a va b musbal hagigiy sonlar
uchun

—(a+b) =(—a) + (-b) (1.5.15)

tenglik o‘rinli.
Isbot. Ixtiyoriy x € L(a) va y € L(b) berilgan bo‘lsin, ya'ni x
va gy ratsional sonlar uchun

tengsizliklar o‘rinli bo‘lsin.
U holda

va shuning uchun —z € R(—a) va —y € R(-b). Demak, 1.5.3* -
tasdigga va aniq quyi hamda aniq yuqori chegaralarning keyingi
paragrafda keltirilgan 1.7.9 - tasdigdagi xossasiga ko‘ra

(—a) + (=b) = inf[(—2) + (=y)] =

— infl—(2+ )] = —sup(a +y) = —(a+b). W

3. Ikki haqigiy sonning ko‘paytmasini aniqlashga o‘tamiz. Avval
ikkala ko‘paytuvchi musbat bo‘lgan holni qaraymiz.
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Ta’rif. Ikki musbat haqiqiy a va b sonlarning ko‘paytmast deb
quyidagt hagiqiy ¢ songa aytamiz:

c = xeR(al)I,lgeR(b) x-y. (1.5.16)

Hagqiqiy sonlar to‘plamining to‘laligi haqgidagi asosiy teoremadan
istalgan ikki haqiqiy mushat son ko‘paytmasining mavjudligi kelib
chigadi.

Quyidagi tasdiq o‘rinli.

1.5.5 - tasdiq. Agar a va b musbat ratsional sonlar bo‘lsa,
(1.5.16) tenglik bilan aniglangan a va b hagiqiy sonlar ko‘paytmasi
ratsional sonlar to‘plamida aniglongan ab ko ‘paytma bilan ustma-ust
tushads.

Isbot xuddi 1.5.2 - tasdiq isboti singari to‘g‘ridan to‘g‘ri (1.5.3)
tengliklardan kelib chigadi.

Bu tasdiq ikki musbat haqiqiy sonning ko‘paytmasi uchun odatda-
gi ¢ = a - b = ab belgilashdan foydalanishga imkon beradi.

Agar biz xuddi ikki haqiqiy son yig‘ndisi holidek, a va b son-
lari ko‘paytmasini ekvivalent ravishda barcha x € L(a) va y €
L(b) lar uchun 2y sonlar to‘plamining aniq yuqori chegarasi sifatida
aniglamoqchi bo‘lsak, hech qanday natijaga ega bo‘lmaymiz. Chun-
ki, masalan, @ = b = 1 bo‘lsa, xy sonlar to‘plami R sonlar o‘qiga
teng bo‘ladi.

Shunday hollarni bartaraf qilish maqgsadida L(a) to‘plamdan
barcha manfiy sonlarni chiqarib tashlaymiz, ya’'ni istalgan a > 0
uchun quyidagi to‘plamni kiritamiz:

LT(a) = {x€Q : 0<x<al. (1.5.17)

Endi
d = sup x-y (1.5.18)
w€L+(a) yeL+(b)
deb belgilasak, bunday aniglangan ko‘paytma yuqorida aniglangan
ko‘paytma bilan ustma-ust tushadi.
1.5.6* - tasdiq. Iztiyoriy a va b musbal haqigiy sonlar uchun
(1.5.18) tenglik bilan aniglangan d soni ularning ko ‘paytmasiga teng,
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ya’'ni
d = ab. (1.5.19)

Isbot. Bu tasdiq ham, 1.4.2* - tasdigdan foydalangan holda
xuddi 1.5.3* - tasdiq singari isbotlanadi.

Ta’rif. Ikki manfiy a va b hagiqiy sonlarning ko ‘paytmasi deb
quyidagt haqigiy songa aytamiz:

ab = |a||b|. (1.5.20)

Ta’rif. Agar ikki a va b hagiqiy sonlardan biri manfiy va boshqasi
musbat bo‘lsa, ularning ko ‘paytmasi deb quyidagi haqigiy songa ay-
tamaz:

ab = — |al|b|. (1.5.21)

Nihovat, istalgan haqigiy sonning nolga ko ‘paytmasini nolga teng
deb qabul gilamiz:
a-0=0-a=0.

Yuqoridagi tengliklar bilan aniglangan haqiqiy sonlarni ko‘pay-
tirish amali xuddi ratsional sonlarni ko‘paytirish amali kabi xos-
salarga ega ekanini ko‘rsatish qiyin emas.

Hagigatan, agar a va b musbhat sonlar bo‘lsa, kommutativlik xos-
sasi

inf Ty = inf y-x
x€R(a), yeR(b) yER(b), z€R(a)
tenglikdan kelib chigadi.
Agarda a < 0 va b < 0 bo‘lsa, yuqoridagi holdan foydalanib,
quyidagi
ba = 1b|-[a| = la|-[b] = ab

talab qgilingan tenglikni olamiz.
Xuddi shu usulda bir ko‘paytuvchi mushat va boshqasi manfiy
bo‘lgan holda ham kommutativlik xossasi isbotlanadi.
Assotstativlik xossasi:

(ab)e = a(be)
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musbat a,b va ¢ sonlar uchun ratsional sonlar ko‘paytmasining as-
sotsiativlik xossasidan bevosita kelib chigadi. Musbat bo‘lmagan
ko‘paytuvchilar ishtirok etgan hol ham yuqoridagi holga keltirila-
di.
Birlik elementning mavjudligi ravshan, chunki bir sifatida rat-
sional 1 sonini, ya’ni
1 = 1,000000...

cheksiz o‘nli kasrni olish mumkin.
Haqgiqatan, agar x € R(a) va y € R(1) boflsa, yami x va y
ixtiyoriy ratsional sonlar bo‘lib,

rx>a, y=1

tengsizliklar bajarilsa, ¢ > 0 sonlar uchun talab gilingan munosa-
batni olamiz:

a-1=1inf (x-y)=inf (z-1)=inf 2 =a
Aksincha, agar a < 0 bo‘lsa,
a-1=—la|l-1=—la| = a.

Eslatma. Iztiyoriy a > 0 hagiqiy son uchun

tenglik o‘rinli
Ushbu tenglikning to‘g‘ri ekanligi shubhasiz.
Nihoyat, istalgan a > 0 element uchun unga teskari a~' element

b inf -~ (1.5.22)
z€LT(a) 2

ekanligini ko‘rsatish qiyin emas, bu yerda L*(a) - (1.5.17) tenglik
orqali aniglangan ratsional sonlar intervali.

4*. Yuqorida kiritilgan haqiqiy sonlarni qo‘shish va ko‘paytirish
amallari ratsional sonlarga xos bo‘lgan boshqa barcha xossalarga
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ham ega. Buning isboti murakkab bo‘lmagan bir turdagi muloha-
zalar yordamida amalga oshiriladi.
Masalan, bu ikki arifmetik amalni bog‘lovchi distributivlik xos-
sasini, ya'ni
(a+b)c=ac+bc (1.5.23)

tenglikning bajarilishini @, b va ¢ sonlar musbat bo‘lgan vaqtda tek-
shiraylik. Ravshanki, istalgan @ € LT (a), y € LT(b) va 2 € Lt(¢)
ratsional sonlar uchun
(x+y)z = xz+yz
tenglik o‘rinlidir.
a) Haqiqiy sonlar ko‘paytmasi ta'rifiga ko‘ra

xz <ac, yz < be

Shu sababli, 2z € L(ac) va yz € L(bc) bo‘ladi va haqiqiy sonlar
yig‘indisi ta’rifiga ko‘ra
xz+yz <ac+ be.

Demak,

(x+y)z < ac+ be. (1.5.24)
Shunday ekan, (1.5.24) ning chap tomonida aniq yuqori chegara-
ga o‘tsak,
(a+be <ac+ b (1.5.25)
tengsizlikni olamiz.
b) Teskari tengsizlik
ac+be < {(a+b)e (1.5.26)

ham xuddi shunday ko‘rsatiladi.
Ikki (1.5.25) va (1.5.26) tengsizliklarni taqqoslasak, biz talab
qilinayotgan (1.5.23) tenglikni olamiz.



§1.5. Hagqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar 47

Boshga hollar ham ko‘rilgan holga keladi. Misol uchun, a va b
haqiqiy sonlar musbat bo‘lib, ¢ < 0 bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda,
1.5.5 - tasdiqqa ko‘ra,

(a+b)e = —(a+b)|c| = —(al|e| +blc]) = (—alc]) + (=b|c|) = ac+ be.

5. Tengsizlikning ratsional sonlar uchun yuqorida keltirilgan asosiy
xossalari haqigiy sonlar uchun ham o‘rinli ekanligi arifmetik amal-
lar holidagidek ko‘rsatiladi. Bevosita o‘rnatilgan tengsizlik muno-
sabatlaridan (1.3.3 - bandga qarang) har qanday ikki a va b haqiqiy
sonlar uchun quyidagi munosabatlardan hittasi va faqat bittasi o‘rinli
ekani kelib chiqadi:

a<b a=b a>h

Tranzitivlik xossasi ham, ya’ni ¢ < b va b < ¢ bo'lsa, a < ¢
bo‘lishi ham oson ko‘rsatiladi.

Endi tengsizlikning har ikki tomoniga hiror bir haqiqiy son qo‘shish
mumkinligini ko‘rsatamiz. Chunonchi, agar a va b haqiqiy sonlar
uchun

a<b (1.5.27)

tengsizlik bajarilsa, istalgan ¢ € R larda
at+c<b+c (1.5.28)

ekanini isbotlaymiz.
Faraz qilaylik, x € L(a) va z1 € L(c) hamda y € R(b) va z2 €
R(c) bo'lsin. U holda,

r<a<b<y, z<c<z
tengsizliklar bajariladi. Shuning uchun
r+z1<y+ 2.

Endi chap tomonda aniq yuqori chegaraga va o‘ng tomonda esa aniq
quyi chegaraga o‘tsak, talab qilinayotgan (1.5.28) tengsizlik hosil
bo‘ladi.
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Isbotlangan xossadan, masalan,
a>b (1.5.29)

tengsizlikning
a—b>0 (1.5.30)

tengsizlikka teng kuchliligi kelib chigadi.

Bu natijadan foydalanib, berilgan tengsizlikning ikki tomonini
biror bir musbat songa ko‘paytirganda natija o‘zgarmasligini isbot-
lash mumkin. Haqiqatan, (1.5.29) tengsizlik bajarilsin deylik. De-
mak, (1.5.30) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Musbat sonlarning ko‘paytmasi
musbat bo‘lgani uchun (1.5.30) tengsizlikni ¢ > 0 haqiqiy songa
ko‘paytirsak,

ac—be = (a—b)e >0

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bundan chiqdi,
ac > be

ekan.

Tengsizlikning boshqa xossalari ham shunga o‘xshash isbotlana-
di.

Eslatma. Birinchi marta ratsional sonlar to‘plamini haqiqiy
sonlar to‘plamigacha matematik asoslangan ravishda kengaytirishni
nemis matematigi R. Dedekind amalga oshirgan. Bunda olim kesim-
lar tushunchasidan foydalangan.

Aslida, yuqorida aniglangan L(a) va R(a) ratsional nurlarni De-
dekind kesimining chap (yoki quyi) va o‘ng (yoki yuqori) sinflari
deyishimiz mumkin. Dedekind nazariyasida aynan mana shu sinflar
a haqiqiy soni deb e’lon qilinadi. Bu nazariyaning hiroz qiyinchi-
lik tug‘diradigan tomoni shundaki, bu usulda yuqoridagi nurlarni
faqat ratsional sonlar orqali, ya’'ni cheksiz o‘nli kasrlarni jalb qilmay
aniglashga to‘g‘ri keladi.

6. Eslatib o‘tamizki, N natural (yani musbat butun) sonlar
to‘plami to‘la tartiblangan, ya'ni ixtiyoriy /2 C N to‘plam quyi-
dan chegaralangan bo‘lib, minimal elementga ega. Yuqorida aytil-
ganidek, matematik induksiya prinsipi natural sonlarning ana shu
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xossagiga asoslanadi. Ushbu prinsipning tadbigiga yana bhir misol
sifatida ikki haqiqiy sonning natural darajasi uchun Nyuton binomi
deb ataluvchi formulani isbotlaymiz.

Bu formulada birinchi n ta natural sonning faktorial deb ataluv-
chi ko‘paytmasi muhim rol o‘ynaydi. Faktorial n! simvol orqali bel-
gilanib, ya’ni

nl=1-2-3-..-(n=1)n

<n faktorial> deb o‘giladi.

Matematikada 0! = 1 deb hisoblashga kelishib olingan.

Agar ¢, Cmt1, ---, ¢, haqiqiy sonlar bo‘lsa, ularning yig‘indisini
yozuvni gisqartirish magsadida quyidagi

n
ch = Cmt+Cmt1tCmy2t -+ o1t en

simvolik ko‘rinishda yozishadi. Bu yerda m va n butun sonlar bo‘lib,
ular uchun m < n tengsizlik o‘rinli. Bu ikki son ba’zan yig‘indining
chegaralari deb ataladi.
Oxirgi formulada k harfi jamlash indeksi deyilib, uni ixtiyoriy
boshqga harf bilan almashtirish mumkin:
n n n
k=m i=m j=m

Ravshanki, agar jamlash indeksini bir birlikka surilsa, yig‘indi
chegaralari teskari tomonga suriladi, ya’ni:

n n+1
E Cr = E Ck—1
k=m k=m-+1

1.5.1 - misol (Nyuton binomi). Har ganday natural n hamda
wtiyoriy a € R va b € R lar uchun quyidagi tenglik o‘rinli:

(a+b)" Z ! kb”—k. (1.5.31)
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Isbot. 1) Shubhasiz, agar n = 1 bo‘lsa, (1.5.31) tenglik bajari-
ladi.

2) Endi biror natural n uchun (1.5.31) tenglik o‘rinli deb faraz
qilib, n ni (n+ 1) ga o‘zgartirganda ham bu tenglikning saqlanishini
ko‘rsatamiz. Demak, ravshanki,

" n!

n+l o kin—k
(a+b)"" =(a+b" (a+b)§7k’!(n—k;)!ab (a+0).
Qavslarni ochsak,
nl _ S n! gk =k S n! kyn—k+1
(a+b) Z b +Zk:!(n—k:)!ab

bo‘ladi.
Birinchi yig‘indida indeksni bir birlikka suramiz, ya'ni k£ indeks
o‘rniga k — 1 qo‘yamiz. U holda,

n+1 1
n+l n: kin—k+1
(a+9) ];(k:—l)!(n—k:Jrl)!a o

< n! kpn—k+1
+;; =it

Endi birinchi yig‘indida oxirgi hadni va ikkinchi yig‘indida birin-
chi hadni ajratsak,

(a + o)™ = g™t ety

n! kpntl—k
1.5.32
*Z{ n—k:+1)+k:(n—k:)' ab (1.5.32)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Agar
n! . n!  (n+ 1)
(k—D'm—k+1!  Kn—k! kn+1-k)!
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tenglik o‘rinli ekanini hisobga olsak, (1.5.32) ni quyidagicha yozish
mumkin:

n+l _  nt+l n+1 - (n + 1)' kint+l—k
(a+b)"t =gt 4 +;—k!(n+1_k)lab .

Ravshanki, bu tenglik (1.5.31) da n nomerni (n+1) ga o‘zgartirish
natijasida hosil bo‘lgan tenglik bilan ustma-ust tushadi.

1) va 2) lardan, matematik induksiya prinsipiga ko‘ra, (1.5.31)
tenglikning ixtiyoriy n uchun o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Natija. Agar a > 0 bo‘lsa, ixtiyoriy n uchun

(I1+a)*>1+na, a>0, neN, (1.5.33)

tengsizlik bajariladsi.

Bu tengsizlikka ishonch hosil gilish uchun (1.5.31) tenglikda & =
1 deb, uning o‘ng tomonida faqat birinchi ikkita, £k = 0 va k = 1
nomerlarga mos kelgan hadlarni qgoldirish yetarlidir.

§ 1.6. Sanoqli va kontinuum quvvatli to‘plamlar

Agar ikki A va B to‘plamlar berilib, A to‘plamning har bir a
elementiga B to‘plamning biror f(a) elementi ma’lum bir qonuniyat
asosida mos qo‘yilsa,

f+A—> B

akslantirish berilgan deyiladi.

Agar f akslantirish A to‘plamning turli elementlarini B to‘plam-
ning turli elementlariga mos qo‘yib, 4 to‘plamni B to‘plamning usti-
ga aks ettirsa (ushbu darslikning Qo‘shimchalar gismida batafsilroq
berilgan), f : A — B akslantirish o‘zaro bir giymatli deyiladi. Ush-
bu holda B to‘plamning barcha elementlarida aniglangan teskari
{1 B — A akslantirish mavjud bo‘lib, u quyidagi ikki shartni
ganoatlantiradi:

1) har qanday a € A uchun f~1(f(a)) = a tenglik o‘rinli;

2) har qanday b € B uchun f(f~(b)) = b tenglik o‘rinli.
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Anigki, har ganday o‘zaro bir qiymatli akslantirishga teskari aks-
lantirish ham o‘zaro bir qiymatli bo‘ladi.

Agar ikki A va B to‘plamlar uchun birini ikkinchisiga o‘zaro
bir giymatli akslantirish mavjud bo‘lsa, bu to‘plamlar ekvivalent
deyiladi. Bunday holda ikki A va B to‘plamlar bir xil quvvatga ega
ham deyiladi.

Ta’rif. Natural sonlor to‘plamiga ekvivalent to‘plamlor sanogli
to‘plamlar deb ataladi.

Boshgacha aytganda, agar to‘plam elementlarini natural gator
yordamida nomerlash mumkin bo‘lsa, bunday to‘plam sanoqli deyi-
ladi.

1.6.1 - tasdiq. Chekli to‘plamlarning sanoqli birlashmasi sanogli
to‘plam bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, E} - berilgan chekli to‘plamlar ho‘lib,

o0
E = |JEx
k—1

bo‘lsin. Agar biz F to‘plamning barcha elementlarini natural qator
yordamida nomerlab chigsak, tasdiq ishotlangan bo‘ladi.

Biz buni, masalan, ¥ to‘plam elementlarini navbatma-navbat
nomerlab chiqish orqali amalga oshirsak bo‘ladi. Ya'ni avval Fq
to‘plamning barcha elementlarini nomerlaymiz, so‘ngra F» to‘plam-
ning barcha elementlarini nomerlaymiz va hokazo. Chunonchi, agar
Ey to'plam my ta elementdan iborat bo‘lib, afp € K} element Ej
da n - o‘rinda turgan bo‘lsa, biz unga E to‘plam elementi sifatida
yangi

N=mi+mo+ - +mp_1+n (1.6.1)

nomer beramiz.ll

1.6.2 - tasdiq. Sanoqli to‘plamlarning chekli yoki sanoqli sonda-
gi birlashmast yana sanoqli to‘plam bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, Ej - berilgan sanoqli to‘plamlar bo‘lib,

o0
E - U B,
k=1



§1.6. Sanoqli va kontinuum quvvatli to‘plamlar 53

bo‘lsin. Ushbu E to‘plamning barcha elementlarini natural gator
orqali nomerlab chigish mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning uchun
biz diagonallash deb ataladigan jarayondan foydalanamiz.

Chunonchi, F, to‘plam elementlarini afzk),n = 1,2,3,.. orqali
belgilab, yarim cheksiz matritsa deb ataluvchi quyidagi jadvalni
garaymiz:

as’ ay’ ay’ ... (1.6.2)

Endi
Fp={dP ek :ntk—1=m}

to‘plamlarni kiritamiz.

Bunday aniglangan har bir F},, to‘plam (1.6.2) matritsada chap-
dan o‘ngga va tepaga qarab ketgan m - diagonalda joylashgan m ta
elementlardan tashkil topgan bo‘lib, u chekli to‘plamdir.

Shunday ekan, quyidagi

(o)
E = | P
m=1
tenglik bajariladi. Bundan chiqdi, ¥ to‘plamning sanoqliligi 1.6.1 -
tasdigdan kelib chigadi.

Natija. Butun sonlar to‘plami Z sanoqlidir.

Hagigatan, manfiy butun sonlar to‘plamining natural sonlar to‘p-
lamiga ekvivalentligi o‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdi. Shuning uchun
natija 1.6.2 - tasdigdan kelib chigadi.ll

1.6.1 - teorema. Barcha ratsional sonlar to‘plami Q sanoqlidir.

Isbot. Ixtiyoriy natural k£ son uchun maxraji k£ bo‘lgan qisqar-
maydigan kasrlar to‘plamini kiritamiz:

Ek:{%:nez}.
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Masalan,

Ravshanki, har bir Ejy to‘plam sanoqli bo‘lib,

Q- &
k=1

Endi 1.6.2 - tasdigdan foydalanish yetarli.ll

1.6.2 - teorema. (0, 1) intervalning barcha nuqtalari to‘plami
sanoqli emas.

Isbot. Bu to‘plamni sanoqli deb faraz qilaylik. Bundan chiqdi,
biz noldan katta va birdan kichik barcha haqiqiy sonlarni nomerlah
chigishimiz mumkin ekan, ya’ni

Tr1 = O, a11412413...A1n...

Ty — O, a210a22023...A2n,. ..

T3 = O, a3132033...3n,...

Tk — O, A1 AR2A k3. Aoy -

Endi (0, 1) intervaldan ¢ haqiqiy sonini shunday tanlab olamizki,

c=0,c1coc3...Cn...,

ko‘rinishga ega bo‘lib, barcha ¢ sonlar 0 va 9 dan farqli hamda
€1 # a11, Co 7 dog, C3 7 A33, ..., VA UMUMAN, ¢, 7 Ay, tengsizliklar
bajarilsin.

Bunday aniglangan ¢ soni birorta ham xj soniga teng bo‘la ol-
maydi. Bu esa, {x;} sonlarning (0, 1) intervaldagi barcha haqiqiy
sonlarni tashkil etishiga, ya’'ni (0, 1) intervaldagi barcha haqiqiy son-
lar to‘plami, yuqoridagi farazimizga ko‘ra, sanoqli ekaniga ziddir.H

Ta’rif. (0, 1) intervalga ekvivalent bo‘lgan to ‘plamlar kontinu-
um quovatga ega to‘plamlar deyilads.
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Sonlar o‘qidan olingan istalgan interval kontinuum quvvatli to‘p-
lam bo‘lishi aniq. Hagigatan, agar a < b bo‘lsa,

r—a
b—ua

akslantirish (a, b) intervalni (0, 1) intervalga o‘zaro bir qiymatli aks-
lantiradi. Bunda har bir # € (a,b) nuqtaga y € (0,1) nuqta mos
qo‘yiladi. Teskari akslantirish quyidagi ko‘rinishga ega:

x = a+(b—a)y.
Xususan, (—1,1) interval kontinuum quvvatga egadir.

1.6.3 - teorema. Barcha hagiqiy sonlar to‘plami R kontinuum
quuvatga ega.

Isbot. Quyidagi
x

T

akslantirish (—1, 1) interval va sonlar o‘qi (—oo0, +00) orasida o‘zaro
bir giymatli akslantirish ekanligini ko‘rsatish yetarli. Buning uchun
esa yuqoridagi akslantirishga teskari akslantirish mavjud va u quyida-

gi
Y

L+ |yl
ko‘rinishga ega ekanligini qayd etish kifoya.ll

1.7*. Tartiblangan maydon
g

1. Agar berilgan K to‘plamning ixtiyoriy ikki elementi ¢ € K
va b € K uchun quyida keltirilgan aksiomalarni ganoatlantiruvchi
qo‘shish va ko‘paytirish amallari aniglangan bo‘lsa, bu to‘plamga
maydon deyiladi. Qo‘shish amalining natijasi K to‘plamining bir
giymatli ravishda aniglangan elementi bo‘lib, a + b deb belgilanadi
va a va b lar yig‘indisi deyiladi. Ko‘paytirish amalining natijasi K
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to‘plamining bir giymatli ravishda aniglangan elementi bo‘lib, ab
deb belgilanadi va a va b larning ko ‘paytmasi deyiladi.

Qo'‘shish aksiomalari:

A1) qo‘shishning kommutativligi:

a+b=>b+a; (1.7.1)
A2) qo‘shishning assotsiativligi:
(a+b)+e=a+(b+e); (1.7.2)
A3) nol deb ataladigan va 0 simvoli orqali belgilanadigan shun-
day element mavjudki, ixtiyoriy ¢ € K uchun quyidagi tenglik ba-
jariladi:
a-+0=a; (1.7.3)

A4) ixtiyoriy a € K uchun a ga qarama-qarshi deb ataladigan
va —a orqali belgilanadigan shunday yagona element mavjudki, u
uchun quyidagi tenglik bajariladi:

a+ (—a) = 0. (1.7.4)

Ko‘paytirish aksiomalari:
M1) ko‘paytirish kommutativligi:

ab = ba; (1.7.5)

M2) ko‘paytirish assotsiativligi:
(ab)c = a(bc); (1.7.6)
M3) bir deb ataladigan va 1 simvoli orqali belgilanadigan shun-
day yagona element mavjudki, 1 #£ 0 va ixtiyoriy a € K uchun

quyidagi tenglik o‘rinli ho‘ladi:

la = a; (1.7.7)
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M4) ixtiyoriy a # 0 element uchun a ga teskari deb ataladigan
va a~! orqgali belgilanadigan shunday element mavjudki, u uchun
quyidagi tenglik o‘rinli:

ala™) = 1. (1.7.8)

Yuqoridagi to‘rtta qo‘shish va to‘rtta ko‘paytirish aksiomalari-
ga biz qo‘shish va ko‘paytirishni bog‘lovchi navbatdagi aksiomani
go‘shamiz.

Distributivlik aksiomasi:

K dan olingan ixtiyoriy a, b, ¢ elementlar uchun quyidagi tenglik
o‘rinli:

a(b+c) = ab+ ac. (1.7.9)

Sanab otilgan aksiomalar maydon aksiomalari deyiladi. May-
don aksiomalaridan nol va birning yagona ekanligi kelib chiqishi-
ni ko‘rsatish qiyin emas. Haqigatdan, agar ikkita 0; va 0y nollar
mavjud deb faraz qilsak, Al va A3 dan

01 =01+ 09 =02

kelib chigadi.
Shunga o‘xshash, agar ikkita 1; va 1, birlar mavjud deb faraz
gilsak, M1 va M3 aksiomalardan

i =11 -1a=12

kelib chigadi.

Ratsional sonlar yuqorida sanab o‘tilgan barcha aksiomalarni
qanoatlantirishini tekshirish oson. Shuning uchun ular maydonni
tashkil giladi. Ravshanki, haqiqiy sonlar to‘plami ham maydonni
tashkil qiladi.

2. Maydon aksiomalaridan kelib chigadigan bir necha tasdiglarni
keltiramiz. Avvalam-bor biz qo‘shish va ko‘paytirishning assotsia-
tivligiga asosan (a -+ b) + ¢ o‘rniga a -+ b+ ¢ deb va (ab)c o‘rniga abc
deb yozishimiz mumkinligini qayd etamiz. Bundan tashqari, a-+(—b)
o‘rniga a — b deb yozishga kelishib olamiz.
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1.7.1 - tasdiq (ayirish). Quyidagi
a+a=>b (1.7.10)

tenglik faqat va faqat
x=b—a (1.7.11)

bo‘lganda bajarilads.
Isbot. 1) Agar (1.7.10) tenglik bajarilsa,

r=x+(a—a)=(r+a)—a=b—a

bo‘ladi, yani (1.7.11) tenglik ham bajariladi.
2) Agar (1.7.11) tenglik bajarilsa,

at+zr=a+0b—-—a)=a—a+b=2>

bo‘ladi, ya'ni (1.7.10) tenglik ham bajariladi.l
1.7.2 - tasdiq (bo‘lish). Agar a # 0 bosa,

ar =b (1.7.12)

tenglik faqat va faqat
x =ba! (1.7.13)

bo‘lganda bajoriladi
Isbot. 1) Agar (1.7.12) tenglik o‘rinli bo‘lsa,

x=2(aa™) = (za)a™ = (ax)a! = ba™?

bo‘ladi, yani (1.7.13) tenglik ham o‘rinli bo‘ladi.
2). Agar (1.7.13) tenglik bajarilsa,

ax = a(ba™') = a(a"tb) = (aa"Hb=1b

bo‘ladi, ya'ni (1.7.12) tenglik ham bajariladi.l

b
Bundan buyon b(a~!) o‘rniga o deb ham yozishga kelishib olamiz.
1.7.3 - tasdiq. Hor qandoy a uchun

0-a=0 (1.7.14)
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tenglik o‘rinli.
Hagigatan ham,

0=a—a=1a—a=(0+1)a—a =0-atl-a—a =0-ata—a =0a. N

Bu tasdigdan 0 ning o‘z teskarisiga ega emasligi va 0 ga bo lish
amalini aksiomalarni buzmasdan aniglab bo‘Imasligi kelib chigadi.
1.7.4 - tasdiq (Qisqartirish qoidasi).

(ab=0) = (a=0)V (b=0). (1.7.15)

Bu tasdiq, ab ko‘paytma nol bo‘lishi uchun a yoki b lardan kami-
da bittasi nolga teng bo‘lishi shartligini anglatadi. Hagiqatan ham,
agar, misol uchun, b # 0 bo‘lsa, M4 aksiomaga ko‘ra b~! mavjud va
shuning uchun

a=a(bb™) = (ab)b™t =0-b"1 =0

bo‘ladi.

Shunga o‘xshash, agar a # 0 bo‘lsa, b = 0 ekanligi isbotlanadi.
Albatta, ¢ = 0 va b = 0 hol ham bo‘lishi mumkin.l

1.7.5 - tasdiq. Iztiyoriy a va b lar uchun

(—a)b = —(ab). (1.7.16)
Chindan ham, distributivlik aksiomasiga ko‘ra,
ab+ (—a)b = la + (—a)|b=0b=0,

shuning uchun (—a)b element ab ga qarama-qarshi, ya'ni (—a)b =
—(ab). N

Bundan buyon, —(ab) elementni —ab deb belgilashga kelishib
olamiz.

1.7.6 - tasdiq. Iztiyoriy a uchun

—(—a) = a. (1.7.17)
Haqgiqatan ham, (1.7.4) ta'rifga ko‘ra,

a+(—a)=0
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va qo‘shishning kommutativligiga ko‘ra,
(_a) +a= 07

ya'ni a element (—a) ga qarama-qarshi yoki (1.7.17) o‘rinli.ll
1.7.7 - tasdiq. Iztiyoriy a va b lar uchun

(—a)(—=b) = ab. (1.7.18)
Darhagiqat, (1.7.16) va ko‘paytirishning kommutativligidan

(=a)(=b) = —[a(=b)] = —[(=b)a] = —(—ab)

bo‘ladi va (1.7.17) ga ko‘ra, (1.7.18) bajariladi.l

Xuddi shu kabi kiritilgan amallarning boshga standart xossalari
ham isbotlanadi. Xususan, ¢” butun darajaning odatdagi barcha
xossalari o‘rinlidir. Bunda natural daraja induktiv ravishda kiriti-
ladi, ya’ni

et =g, neN, a'=aq,

1
manfiy daraja esa a # 0 lar uchun a=" = pre n € N, ko‘rinishda

aniglanadi. Nihoyat odatdagidek, agar a # 0 bo‘lsa, a¥ = 1 deb
gabul gilinadi.

3. Yuqorida keltirilgan maydon aksiomalari ratsional sonlar yoki
haqiqgiy sonlar to‘plamlarining to‘la tavsifini bermaydi. Bu aksioma-
larning yetishmasligi tufayli ularni ganoatlantiradigan, lekin rat-
sional sonlar maydonidan ham, haqiqiy sonlar maydonidan ham jid-
diy farq giladigan boshqa maydonlar mavjud bo‘lishi mumkin. Bun-
day maydonlarga misol sifatida kompleks sonlar maydonini keltirsak
bo‘ladi. Haqiqiy sonlar maydonining o‘ziga xos tomoni shundan ibo-
ratki, ixtiyoriy ikki haqiqiy sonni taqqoslash mumkin, ya’ni ulardan
qaysi biri ikkinchisidan katta yoki kichik ekanini aytsa bo‘ladi.

Aytaylik, biror K maydonda tengsizlik munosabati «<<> beril-
gan bo‘lsin. Bunda a < b yozuv a elementning b elementdan kichik
ekanini anglatadi. Agar < <kichik> munosabat kiritilgan bo‘lsa, un-
ga ko‘ra > <kattax> munosabatni quyidagicha kiritish mumkin: agar
a < b bo'lsa, b > a deymiz.
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Qat’ly bo‘lmagan a < b tengsizlik ¢ < b yoki ¢ = b ekanini
anglatadi:
(a<b) <& (a<b)V(a=D).

Teskari a > b tengsizlik ham xuddi shu singari ma’noga ega.

Qat’iy bo‘lmagan <« <> tengsizlikdan farqli < <> tengsizlikni ba’zan
gat’iy tengsizlik ham deyishadi.

Nol element bilan tagqoslash yordamida musbat va manfiy ele-
mentlar kiritiladi. Chunonchi, a element noldan katta, ya’ni a > 0
bo‘lsa, u musbat deyiladi. Agar b element noldan kichik, ya'ni b < 0
bo‘lsa, u manfiy deyiladi.

Quyida biz tengsizliklarning asosiy xossalarini to‘rtta aksioma
ko‘rinishda keltiramiz. Bu aksiomalardan tengsizliklarning boshqa
barcha zaruriy xossalarini keltirib chigarish mumkin.

Tengsizliklar aksiomalari.

IN1) Ixtiyoriy ikki a va b elementlar uchun quyidagi uch muno-
sabatdan bittasi va fagat bittasi o‘rinlidir:

a=b, a < b, b < a.

Boshgacha ayitganda, istalgan ikki elementni tagqoslash mumkin.

Biz tengsizliklarni to‘g‘ri va noto‘g‘ri tengsizliklarga ajratamiz.
Chunonchi, a element b elementdan kichik bo‘lgan holda a < b teng-
sizlik to‘g‘ri tengsizlik deyiladi, aks holda esa u noto‘g‘ri tengsizlik
deyiladi.

IN2) (tranzitivlik) Agar a < b va b < ¢ bo‘lsa, a < ¢ bo‘ladi.

IN3) Agar a < b bo‘lsa, ixtiyoriy ¢ uchun a + ¢ < b+ ¢ bo‘ladi.

Boshgacha aytganda, agar to‘g‘ri tengsizlikni ikki tomoniga bir
xil element qo‘shsak, hosil bo‘lgan tengsizlik yana to‘g‘ri bo‘ladi.

IN4) Agar a < b va ¢ > 0 bo‘lsa, ac < be bo‘ladi.

Boshgacha aytganda, agar to‘g‘ri tengsizlikning ikki tomonini bir
xil musbat elementga ko‘paytirsak, natijada yana to‘g'ri tengsizlik
hosil ho‘ladi.

Yuqorida keltirilgan aksiomalarni qanoatlantiruvchi tengsizlik
munosabati kiritilgan maydonga tartiblangan maydon deyiladi.
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4. Tengsizlik aksiomalaridan kelib chigadigan ba’zi natijalarni
keltiramiz.

1 - natija. Agar a > 0 bo‘lsa, —a < 0 bo‘ladi va aksincha, agar
a <0 bolsa, —a > 0 boladi.

Hagiqatan ham, agar a > 0 bo‘lsa, IN1 ga ko‘ra ¢ # 0. Agar
—a < 0 noto‘g‘ri bo‘lganda edi, —a > 0 to‘g‘ri bo‘lar edi. Lekin
bunda IN3 va IN2 larga ko‘ra, a + (—a) > a > 0 bo‘lishi kerak, bu
esa a + (—a) = 0 tenglikka ziddir.

Agar a < 0 bo‘lsa, tasdiq xuddi yuqoridagidek isbotlanadi.

Eslatib o‘tamiz, 2 = 14 1.

2 - natija. Agar a # 0 bo‘lsa, a® > 0 bo‘ladi.

Hagiqatan ham, a > 0 bo‘lganda IN4 aksiomaga ko‘'ra a? =
a-a > 0. Agar a < 0 bo‘lsa, 1 - natijaga ko‘ra, —a > 0 tengsizlik
bajariladi. Shunday ekan, 1.7.7 - tasdigni va hozirgina qaralgan holni
go‘llasak, talab qilingan

a*=a-a=(—a) (—a) >0

tengsizlikni olamiz.

3 - natija. 1 > 0, ya’ni maydonning bir elementi uning nol
elementidan katta.

Haqgiqatan ham, 1 =1-1 =12 > 0.

Xuddi shu ravishda ixtiyoriy tartiblangan maydonning ratsional
va haqiqiy sonlarga o‘xshash boshga xossalari ham isbotlanadi.

5. Ratsional yoki haqiqiy sonlar to‘plami har ganday tartiblan-
gan maydonga qaraganda turli xil xossalarga boyroq ekanligini qayd
etamiz. Ana shu muhim xossalarga misol tariqasida Arximed ak-
siomasi deya atalmish quyidagi xossani keltiramiz.

Arximed aksiomasi. Tartiblangan K maydonning har qanday
a elementi uchun a < n tengsizlikni qanoatlantiruvchi n butun son
topiladsi.

Arximed ushbu aksiomani geometrik atamalarda keltirgan: nur-
da birlik kesmani shuncha marta ketma-ket qo‘yish mumkinki, nati-
jada u ixtiyoriy oldindan berilgan nugtadan o‘tib ketadi.

Arximed aksiomasi o‘rinli bo‘lgan tartiblangan maydonga arzimed-
cha tartiblangan maydon deyiladi. Masalan, ratsional sonlar to‘plami
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ham, haqiqiy sonlar to‘plami ham arximedcha tartiblangan maydon-
ni tashkil giladi.
6. Faraz qilaylik, K tartiblangan maydon bo‘lib, & C K ixtiyo-
riy to‘plam bo‘lsin.
Ta’rif. Agar shunday B € K element mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy
x € K uchun
r<B

tengsizlik bajarilsa, K to‘plam yuqoridan chegaralangan deyiladsi.
B element F to‘plamning yuqori chegarasi deyiladi.
Ta’rif. Agar shunday A € K element mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy
x € K uchun
x> A

tengsizlik bajarilsa, K to‘plam quyidan chegaralangan deyilads.

A element F to‘plamning quyi chegarasi deyiladi.

Ta’rif. Agar to‘plam yugoridan ham, quyidan ham chegaralan-
gan bo‘lsa, u chegaralangan deyilads.

Shubhasiz, agar biror to‘plam yuqoridan chegaralangan ho‘lib,
B uning yuqori chegarasi bo‘lsa, B dan katta ixtiyoriy element
ham shu to‘plamning yuqori chegarasi bo‘ladi. Boshqacha aytgan-
da, yuqoridan chegaralangan to‘plam cheksiz ko‘p yuqori chegaraga
ega. Shular ichida eng kichigi, aynigsa, muhimdir.

Ta’rif. Yuqoridan chegaralangon to‘plamning aniq yuqori che-
garasi deb yuqori chegaralarning eng kichigiga aytiladi.

Boshgacha aytganda, M soni F to‘plamning aniq yuqori chega-
rasi bo‘lishi uchun u quyidagi ikki shartni qanoatlantirishi kerak:

(i) ixtiyoriy « € F uchun

<M

tengsizlik o‘rinli;
(i) ixtiyoriy M* < M olganda ham shunday 2’ € E topiladiki,
u uchun
x> M

tengsizlik bajariladi.
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Bunda (i) - shart M element E to‘plamning yuqori chegarasi
ekanligini, (i) - shart esa ixtiyoriy undan kichikroq M’ element
yugori chegara bo‘la olmasligini, ya’ni M eng kichik yuqori chegara
ekanligini anglatadi.

F to‘plamning aniq yuqori chegarasi lotincha supremum so‘zidan
olingan sup £ simvoli orqali belgilanadi.

Quyidan chegaralangan to‘plamning aniq quyi chegarasi, yuqori-
dagiga o‘xshash, quyi chegaralarning eng kattasi sifatida aniglanadi.
F to‘plamning aniq quyi chegarasi lotincha infimum so‘zidan olingan
inf I/ simvoli orqali belgilanadi.

Agar F to‘plamining aniq yuqori chegarasi M shu to‘plamning
elementi bo‘lsa, ya'ni M € F ho‘lsa, M to‘plamning maksimal ele-
menti yoki sodda qilib maksimumi deb ham ataladi. Xuddi shu kabi
minimal element yoki minimum aniqlanadi.

Ixtiyoriy tartiblangan K maydonda aniq yuqori va aniq quyi
chegaralar orasida sodda bog‘liglik borligini ko‘rsatamiz.

Istalgan ¥ C K to‘plam uchun —F simvol orqali

—E={reK:—xcF}

to‘plamni belgilaymiz.

Quyidagi tasdiq o‘rinli.

1.7.9 - tasdiq. Agar (—F) C K to‘plam aniq quyi chegaraga
ega bo‘lsa, u holda E to‘plam aniq yuqori chegaraga ega bo‘ladi va

inf(—F) = —sup ¥

tenglik bajariladi.
Isbot. Agar
a = inf(—F)
bo‘lsa, aniq quyi chegaraning ta’rifiga ko‘ra, quyidagi ikki tengsizlik
bajariladi:
1) istalgan « € £ uchun
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2) istalgan a/ > a element olganda ham shunday 2’ € F elemet
topiladiki, u uchun
- < d.

Bu munosabatlarni quyidagi ko‘rinishda qayta yozish mumkin:
1) istalgan x € E nuqta uchun

r < —a

tengsizlik o‘rinli,
2) istalgan o’ > a (ya'ni —a’ < —a) element olganda ham shun-
day 2’ € E element topiladiki, u uchun

x> —d
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Demak, sup ¥ = —a, ya’ni

a=—suplk . N

7. Yuqoridan chegaralangan to‘plam doim ham aniq yuqori che-
garaga ega bo‘ladimi? Agar gap ixtiyoriy tartiblangan maydon to‘g‘-
risida ketsa, bu savolga javob, umuman aytganda, salbiy. Misol
sifatida tartiblangan ratsional sonlar maydonini olish mumkin. Yuqo-
rida gayd etilganidek, chegaralangan

E={xecQ: 22<2)

to‘plam na aniq yuqori va na aniq quyi chegaraga ega emas.

Bu to‘plamning aniq yuqori chegarasi v/2 soni bo‘lishi mumkin
edi, ammo bu son ratsional emas, shuning uchun ratsional sonlar
sinfida u «mavjud emas>.

Bu misolda yuqoridan chegaralangan to‘plamning aniq yuqori
chegaraga ega emasligining sababi ratsional sonlar to‘plamining to‘la
emasligidir. Shu munosabat bilan barcha arximedcha tartiblangan
maydonlar to‘plamidan shundaylarini ajratib olaylikki, ularda har
ganday yuqoridan chegaralangan to‘plam aniq yuqori chegaraga ega
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bo‘lsin. Chunonchi, ixtiyoriy tartiblangan maydon K uchun quyida-
gi aksiomani kiritamiz.

Aniq yuqgori chegara prinsipi. Tartiblangan maydonning iz-
tiyoriy bo‘sh bo‘lmagan, yuqoridan chegaralangan to‘plami uchun
aniq yuqori chegara mavjud.

Ushbu aksioma o‘rinli bo‘lgan tartiblangan maydonlar to‘la de-
yiladi.

Shunday qilib, ratsional sonlarning tartiblangan maydoni to‘la
bo‘lmasdan, haqiqiy sonlar maydoni esa, 1.4.1 - teoremaga ko‘ra,
to‘ladir.

Aslida, istalgan K to‘la arximedcha tartiblangan maydon bilan
yugorida qurilgan R haqiqiy sonlar maydoni orasida o‘zaro bir qiy-
matli moslik o‘rnatish mumkin. Bunda K maydon ikki elementining
yig‘indisi ularga mos R maydon elementlari yig‘indisiga mos kela-
di va K maydonning ikki elementi ko‘paytmasiga R maydonning
mos elementlari ko‘paytmasi mos keladi. Bunday holda istalgan to‘la
arximedcha tartiblangan maydon R ga izomorf deyiladi.

Aksiomatik ravishda haqiqiy sonlarni kiritish usuli iztiyoriy to‘la
arzimedcha tartiblangan maydonni haqiqiy sonlar to‘plami deb e’lon
gilishdan tboratdir. Ammo bu usulda shunday to‘plamning mavjud-
lik masalasi ochiq qgoladi.

Bu masalaning yechimini muayyan haqiqiy sonlar to‘plamini
qurishdan iborat bo‘lgan konstruktiv usul beradi. Bu usulni biz 1.4
paragrafda amalga oshirgan edik. Bunda bizdan serdiqgat mehnat
va zerikarli mulohazalar talab gilinganiga guvoh bo‘ldik. Ammo bu
ikki usulni taqqoslamoqchi bo‘lsak, bu borada mashhur ingliz fay-
lasufi va matematigi Bertran Rassel (1872-1970) so‘zlarini keltirish
foydalidir. U shunday degan edi: o‘grilik halol mehnatdan qanday
ustunliklarga ega bo‘lsa, aksiomatik usul ham konstruktiv usuldan
xuddi shunday ustunliklarga egadir.

Hagqiqiy sonlar to‘plamini qurishning yana bir konstruktiv usuli-
ni R.Dedekind taklif qgilgan edi. Bu usulda haqiqiy sonlar ratsional
sonlar to‘plamining kesimi sifatida kiritiladi. Ya'ni ratsional son-
lar to‘plami ikki o‘zaro kesishmaydigan, birining elementlari ikkin-
chisining har bir elementidan katta bo‘lgan gism to‘plamlarga bo‘li-
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nadi. Bu ikki konstruktiv usullar ma’lum ma’noda bitta natijaga
olib kelishini ko‘rsatish qiyin emas.

§ 1.8. Kompleks sonlar
1. Kompleks son tushunchasi.

Agar ikki haqiqiy a va b sonlar uchun qgaysisi birinchi va gaysisi
ikkinchiligi aniqlangan bo‘lsa, bunday sonlarga tartiblangan juftlik
deyiladi. Tartiblangan juftlikni biz (a, b) ko‘rinishda yozamiz. Bun-
da a - birinchi va b - ikkinchi element.

1.8.1 - ta’rif. Hagiqiy sonlarning tartiblangan juftligini kom-
pleks son deb ataymiz.

Shunday qilib, agar z - kompleks son bo‘lsa, z = (a, b) bo‘ladi,
bunda a va b - haqiqiy sonlar bo‘lib, a - kompleks z sonining haqiqiy
gismi va b esa uning mavhum qismi deyiladi. Haqiqiy va mavhum
gismlar uchun quyidagi belgilashlar ishlatiladi:

Re z=a, Im z =0b. (1.8.1)

1.8.2 -Ta’rif. Agar ikki kompleks z1 = (a1,b1) va z2 = (a2, b2)
sonlar uchun a1 = as va by = by tengliklar o‘rinli bo‘lsa, bunday
kompleks sonlar teng deyilads.

1.8.3 - ta'rif. [kki kompleks z1 = (a1,b1) va zo = (az,b2) son-
larning yig‘indisi z1 + 22 deb quyidagi kompleks songa aytamiz:

21+ 22 = (a1 + ag, b1+ bg). (1.8.2)

1.8.4 - ta’'rif. [kki kompleks z1 = (a1,b1) va z2 = (a2,b2) son-
larning ko‘paytmasi z1 - 2o deb quyidagi kompleks songa aytamiz:

21 %y = (a1a2 —b1by, a1bs + agbl). (1.8.3)

Kompleks sonlar to‘plami (1.8.2) va (1.8.3) tengliklar orqali ki-
ritilgan qo‘shish va ko‘paytirish amallari bilan birgalikda C simvoli
orqali belgilanadi. Bunda nol sifatida

0 = (0,0)
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son va bir sifatida
1=(1,0)

son olinadi.

1.8.1 - tasdiq. C - kompleks sonlar to‘plami maydonni tashkil
etadi.

Isbot haqiqiy sonlarning xossalarigan kelib chigadi.

Ikki kompleks z1 = (a1, b1) va 23 = (ag, b2) sonlarning ayirmasi

21 — 22 = (a1 — az, by — b2)
ekanligi to‘g‘ridan to‘g‘ri hisoblash orqali tekshiriladi. Tkki kompleks

z1 = (a1,b1) va z3 = (ag, by) sonlarning nisbati biroz murakkabroq
ko‘rinishga ega (bunda z3 # 0 deb shart qo‘yiladi):

Z1  faiaz +bibe a2bi —aiby
22 ai+b3 7 di+b3 )

C maydonning (a, 0) ko‘rinishdagi elementini a € R hagiqiy son
deb hisoblaymiz va
(av O) =a

deb yozamiz.

Hagqiqiy sonlar maydonidan farqli o‘laroq, kompleks sonlar may-
doni tartiblangan emasligini qayd etish zarur.

1.8.5 - ta'rif. Quyidagt kompleks son

i = (0, 1) (1.8.4)

mavhum bir deyiladi.
1.8.2 - tasdiq. Quyidagt tenglik o‘rinli:

2 = —1. (1.8.5)

Isbot. Kompleks sonlar ko‘paytmasi ta’rifiga ko‘ra:

2 =(0,(0,)=0-0-1-1, 1-0+1-0)=(=1, 0)=—1. MW
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1.8.3 - tasdiq. Istalgan z = (a,b) kompleks son uchun
z = a+ib (1.8.6)

tenglik o‘rinli
Isbot. Yig‘indi va ko‘paytma ta’riflariga ko‘ra:

a+ib = (a,0)+(0,1)(6,0) = (a,0)+(0-b—1-0,0-0+b-1) =

= (a,0)+(0,b) = (a,b) = z. M

1.8.3 - tasdiq biz uchun (1.8.6) ko‘rinishdagi kompleks songa
xuddi kvadrati —1 bo‘lgan ¢ mavhum bhir gatnashgan haqiqiy son
deb garashga imkon beradi.

Kiritilgan belgilash va tushunchalardan foydalanib, (aq,b1) va
(as2,b2) ikki kompleks sonlar uchun qo‘shish va ko‘paytirish amal-
larini quyidagi ko‘rinishda yozishimiz mumkin:

(a1 +iby) + (a2 +ib2) = (a1 + a2) +i(b1 + b2),

(a1 -+ ibl) . (ag -+ ibg) = (a1a2 — blbg) -+ i(albg + agbl).

2. Kompleks son moduli.

1.8.6 - ta’rif. z = a + ib kompleks sonning qo‘shmast deb
Z = a — 1b kompleks songa aytiladi.
Masalan, agar z = 2 + 3¢ bo'lsa, Z = 2 — 37 bo‘ladi.
1 - eslatma. Istalgan kompleks z son uchun quyidagi tengliklar
o‘rinli:
Z=2, 2+7Z=2Rez, z-—7=2ilmz. (1.8.7)

2 - eslatma. Istalgan ikki z; va 22 kompleks son uchun quyidagi
tengliklar o‘rinli:

21tz = 1+ R, Tz = 717 (1.8.8)
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(1.8.7) va (1.8.8) tengliklarning isboti bevosita hisoblash orqali
amalga oshiriladi. Masalan, (1.8.8) - tengliklardan birinchisining
to‘g‘rililiga ishonch hosil gilaylik. Aytaylik, z1 = a1 + ib; va 22 =
ag + ib2 bo‘lsin. U holda, (1.8.3) ga ko‘ra,

21 - 22 = (a1ag — bibe) + i(arbs + azby)

va shuning uchun

21 ko = (a1a2 —blbg) —i(a1b2+a2b1) = (a1 —ibl)(ag —ibg) =Z1-22.
1.8.7 - ta’rif. Kompleks z = a+1ib sonning moduli deb, quyida-
qt

22 = 27 = a® 4+ b2 1.8.9
|2

tenglik bilan aniqlangan |z| soniga aytiladi.
Demak,
2|2 = |Rez|® + |Tmz|*.

Masalan, agar z = 4 + 3i bo‘lsa, |z| = V42 +32 = 5 bo‘ladi.
Ravshanki, |Z| = |z].

Kompleks son modulining ta’rifidan bevosita quyidagi tengsiz-
liklar kelib chiqadi:

[Rez| <|z|, |Imz| <|z]. (1.8.10)

(Qo‘shma son tushunchasidan foydalanib, ikki kompleks z; va 2o
sonlarning nisbatini quyidagi sodda ko‘rinishga keltirish mumkin:

21 2122

Z9 - |2’2|2 )

Masalan,

2-3i  (2-3i)-(4—=3i) —1—18i

4430 |4 + 3|2 25
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1.8.4 - tasdiq. Istalgan tkki kompleks z1 va zo sonlar uchun
quyidagt tenglik o‘rinli:

|2’1 . 2’2| = |2’1| . |2’2| (1.8.11)

Isbot. (1.8.9) modulning ta’rifiga ko‘ra, (1.8.8) dagi tengliklar-
dan

|21 - Z’2|2 = (21-22)(21 - 22) = 21Z1 - 2222 = |Z’1|2 : |Z’2|2

kelib chigadi.l
Ikki kompleks son yig‘indisi moduli uchun o‘rinli bo‘lgan formula
haqiqiy sonlar uchun ma’lum bo‘lgan formuladan birmuncha farq
giladi.
1.8.5 - tasdiq. Istalgan tkki kompleks z1 va zs sonlar uchun
quyidagt formula o‘rinli:
|21 + 22|12 = |21]2 + |22]® + 2Re(21 - 7). (1.8.12)

Isbot. (1.8.9) modulning ta'rifiga ko‘ra, (1.8.7) va (1.8.8) teng-
liklardan
|21 -+ 2’2|2 = (2’1 -+ 2’2)(21 -+ 2’2) =

= Z1Z21 t 21722 + 2221 + 22725 —
_ 2 2 =— | = _
= |z1]* +|z* + 2122 + 2172 =

= |z1|2 4 |z2|2 + 2Re(217%2)

kelib chigadi.l
1.8.6 - tasdiq. Istalgan tkki kompleks z1 va zo sonlar uchun
quyidagt tengsizlik o‘rinli:

|21 + 22| < |z1| + |22 (1.8.13)
Isbot (1.8.12) tenglik va (1.8.10) tengsizliklardan kelib chiqadi:

21+ 221* = |21]* + |22 + 2Re(21 - 73) <
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< e P HeP 127 = 2Pzl 2l ] = (Jal+z2)? .

Natija. Istalgan kompleks z1, 2o, ..., 2, sonlor uchun quyidagi
tengsizlik o‘rinli:

21+ 22 oot 20| < J21] 4 |22] o T |20 (1.8.14)

3*. Kompleks sonning geometrik atamalardagi ifodala-
nishi.

Biz R? koordinatalar tekisligini barcha tartiblangan (x,y) juft-
liklar to‘plami sifatida aniglashimiz mumkin, bu yerda x € R vay €
R. Bunda tartiblangan (z,y) juftlikni tekislikning nuqtasi deb, x va
y sonlarni esa uning koordinatalari deymiz. Birinchi koordinatani
abssissa va ikkinchi koordinatani ordinata deb ataladi. Har qan-
day kompleks son haqiqiy sonlarning tartiblangan juftligi bo‘lganligi
sababli, ravshanki, kompleks sonlar to‘plamini R? koordinatalar
tekisligi deb garasak bo‘ladi. Bunda hosil bo‘ladigan yagona farq
shundan iboratki, kompleks sonlar uchun ko‘paytirish amali aniglan-
gan, lekin koordinatalar tekisligidagi nuqtalar uchun esa bunday
amal aniglanmagan.

Bunday mos qo‘yishda kompleks sonning moduli garalayotgan
nuqtani koordinatalar boshi bilan bog‘lovchi kesma uzunligiga teng
bo‘ladi.

Istalgan z = a + ib kompleks sonni olaylik. M — unga mos
koordinatalar tekisligidagi (a, b) koordinatalik nuqgta bo‘lsin. Ox o‘q
va OM nur orasidagi burchak qiymatini ¢ orqali belgilaylik (bu
burchak qiymatining haqiqiy sonlar nazariyasiga asoslangan ta’rifini
3 - bobda keltiramiz).

Ushbu ¢ burchak z kompleks sonning argumenti deyiladi va

argz =

ko‘rinishda belgilanadi.
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Agar trigonometrik funksiyalardan foydalanadigan bo‘lsak, bu
burchakning tangensi b ordinataning a abssissaga nisbatiga teng
ekanini, ya’ni

b
tgp = — (1.8.15)
a
ekanini ko‘rish qiyin emas.
b
Masalan, agar z = 144 bo'lsa, tge = — = 1 va, natijada, ¢ = %
a
bo‘ladi.
Ikki kompleks son ko‘paytirilgan vaqtda ularning argumentlari
qo‘shilishini, ya’ni
arg(zy - 22) = argz; + argzs (1.8.16)

tenglikning 27 ga karralik qo‘shiluvchi aniqgligida bajarilishini tek-
shirish qiyin emas.

Haqiqatan, agar z1 = a1 + i1 va 22 = as + iby bo'lsa, 2120 =
(a1as — b1ba) + i(a1by + azby) bo‘ladi va shuning uchun

by b
tefarg(zr - 22)] — arby + agby _m + az __tgp1 t+tgpe .
araz — biby 1 b by I —tgpr - tgwe
a1 a

Natijada tangenslar yig‘indisi uchun formuladan quyidagi teng-
lik kelib chiqadi:

tglarg(zy - 22)] = tglargz; + arg 23]

Nihoyat, oxirgi tenglikda tangenslarni tashlab yuborsak, talab
qilinayotgan (1.8.16) munosabatni olamiz.

§ 1.9. Misollar

1 - misol. Tengsizlikni isbotlang:

mn n
(g) <nl, n>1. (1.9.1)
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Ko‘rsatma. Induksiya usulini qo‘llab,
1 n
(1 + ﬁ) <3, n>1 (1.9.2)

tengsizlikdan foydalaning.
2 - misol. Tengsizlikni ishotlang:

. 1\"
n’ <n!<<"; )  n> 1. (1.9.3)

Kofrsatma. Induksiya usulini gqo‘llang. Bunda chapdagi tengsiz-
likni ko‘rsatish uchun (1.9.2) tengsizlikdan va o‘ngdagi tengsizlikni
isbotlash uchun esa

1 n
(1 + —> >2, n>1, (1.9.4)
T

tengsizlikdan foydalaning.
3 - misol. Tengsizlikni ishotlang:

2" >n? n>10. (1.9.5)

Ko‘rsatma. Agar n — 10 bo‘lsa, 2'° = 1024 va 103 = 1000. De-
mak, bu holda (1.9.5) tengsizlik o‘rinli ekan. Endi induksiya usulini
qo‘llab,

20 > (n+1)%, n>4,

tengsizlikdan foydalanish yetarlidir.
4 - misol. Agar 21 -x2 - - - x, = 1 va barcha x; > 0 bo‘lsa,

x1t+r2ot+ - Faxn>n (1.9.6)

tengsizlikni ishotlang.

Kofrsatma. Quyidagi ko‘rinishda induksiyani qo‘llash mumkin.
Tasdiq n = 1 uchun o‘rinli, albatta. Endi tasdigni 7 uchun o‘rinli
deb, uni n + 1 uchun ishotlaymiz.

Avval n toq bo‘lsin deylik. U holda n+1 = 2k va shuning uchun
induksiya shartiga ko‘ra

(wy +a2) + (w3 tag) + -+ (p + Tpy1) 2>
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> 2(vaiwa + Vrszs + -+ \Tany1) 2 2k =n+ 1,

chunki /2172 - /2324 -+ \/TnTny1 = L.

Endi n juft bolsin deylik. U holda z,419 = 1 deb, yuqoridagi
usulda tasdiqni n 4 2 uchun isbotlash yetarli.

5 - misol. Agar y; >0, j=1,2,---,7n, bolsa,

- > Y Y2 Un (1.9.7)
tengsizlikni ishotlang.
Ko‘rsatma. Quyidagi
Yj .
ri—=—">"——"", ] = 1727’”7717
'] 7 yl . y] e yn

belgilashdan foydalanib, yuqoridagi tasdigni qo‘llang.
6 - misol. Agar x -2 -- -2, =1 va barcha 2; > 0 bo'lsa,

Itz +a2) - (1 +a,) > 2"

tengsizlikni ishotlang.

Ko‘rsatma. Birinchi shart va 1+x; > 2,/ lardan foydalaning.

7 - misol. Dirixle nomi bilan ataluvchi prinsip quyidagidan ibo-
rat: agar (n+ 1) ta jismni n ta qutiga joylashtirilsa, shunday quti
topiladiki, unda bittadan ortiq jism bo‘ladi.

Mana shu prinsipdan foydalanib, navhatdagi tasdigni isbotlang.
Har ganday musbat « va natural N uchun shunday natural m va n
sonlar topiladiki, ular uchun n < N va

- < — 1.9.8
“« nl = nN ( )

‘ m 1
tengsizlik bajariladi.

Kof‘rsatma. Har gqanday = soni uchun uning kasr bo‘lakchasi
deb {x} = x—[z| songa aytiladi, bu yerda [z| orqali x sonining butun
gismi belgilangan. Berilgan « haqgiqgiy son uchun £ = 0,1,2,..., N
larda {ka} kasr bo‘lakchalarni qaraylik. Bu bo‘lakchalarning ham-
masi [0, 1) yarim intervalda yotadi. Endi [0, 1) yarim intervalni N
ta bo‘lakka bo‘lib, Dirixle prinsipidan foydalaning.
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8 - misol. To'g'ri chizigdagi o‘zaro kesishmaydigan intervallar
to‘plami oshib borsa sanoqli ekanini isbotlang.

Kofrsatma. Har bir shunday intervalga biror ratsional sonni
mos qo‘yish mumkinligini ko‘rsating.

9 - misol. To‘g'ri chizigdagi har qanday sanoqsiz to‘plam chegara-
langan sanoqsiz gismiy to‘plamga ega ekanini ko‘rsating.

Ko‘rsatma. Agar tasdigning teskarisini faraz qilinsa, bunday
to‘plam sanoqli sondagi sanoqli to‘plamlar birlashmasiga teng bo‘li-
shini ko‘rsating.

10 - misol. [0,1] kesma va (0,1) interval orasida o‘zaro bir
giymatli moslik o‘rnating.

Ko‘rsatma. [0, 1] kesmadagi irratsional sonlarni o‘z o‘rnida qoldi-
rib, |0, 1] kesmadagi va (0, 1) intervaldagi ratsional sonlar o‘rtasida
o‘zaro bir gqiymatli moslik o‘rnating.

11 - misol. [0, +00) yarim to‘g‘ri chiziq va (0, 1) interval orasida
o‘zaro bir gqiymatli moslik o‘rnating.

Ko‘rsatma. [0, }oo) yarim to‘g‘ri chiziq va (0, 1) intervaldagi
irratsional va ratsional nuqtalar orasida alohida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘rnating. Irratsional nuqtalar orasida, masalan, quyidagi
moslikni olish mumkin:

Y

xr
-y 0 0,1).
T Y T $ €0 400), ye(0,1)
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§ 2.1. Ketma-ketlik limiti

1. Sonli ketma-ketlik deb natural sonlar to‘plamida aniglangan
va haqiqiy giymatlar gabul giluvchi f : N — R funksiyaga aytiladi.
Agar f(n) = x,, deb belgilasak, sonli ketma-ketlik deganda natural
sonlar bilan nomerlangan quyidagi haqiqiy sonlar to‘plamini tushu-
nish mumkin:

L1, L2y ees Ly e (2.1.1)

Biz (2.1.1) sonli ketma-ketlikni qisqa qilib {xz,} orqali belgi-
laymiz. Odatda formal qat’iylik tarafdorlari bu ketma-ketlikni
{xn}>2, ko'rinishda yoki unga teng kuchli bo‘lgan, {xm,}>° 4,
{xk}2y, ... simvollar yordamida belgilashni afzal ko‘rishadi. Lekin
biz uni, albatta, agar bunda xato tushunishlarga yo‘l qo‘yilmasa,
yugoridagi ko‘rinishda belgilaymiz. Bunda z,, sonni ketma-ketlikning
n-elementi yo‘ki hadi deb ataymiz.

Bundan buyon, «<nomer> deganda hiz natural sonni tushunamiz.
Bundan tashgari, ushbu bobda sonli ketma-ketlikni biz ko‘pincha
gisqaroq qilib ketma-ketlik deb ataymiz.

Sonli ketma-ketliklar uchun tabiiy ravishda arifmetik amallarni
aniglash mumkin.

Ta'rif. Ikki {x,} va {yn} ketma-ketliklar yig‘indisi deb {x,+yn}
ketma-ketlikka aytamiz.

Shunga o‘xshash, ikki {z,} va {y,} ketma-ketliklarning ayir-
masi deb {2, —y,} ketma-ketlikka, ko‘paytmasi deb {x,y,} ketma-
ketlikka va nisbati deb {m—n} ketma-ketlikka (oxirgi holda {y,}

Yn
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ketma-ketlikning barcha elementlari noldan farqli deb talab qilish
zarur, ya'ni y, # 0) aytiladi.

Ketma-ketlikning eng asosiy xossasi — bu uni limitining mavjudli-
gidir. Limit deganda shunday hagqiqiy son tushuniladiki, unga ketma-
ketlikning hadlari, ularning nomeri oshgan sari istalgancha yaqin-
lashib boradi. Boshqacha aytganda, ixtiyoriy (istalgancha kichik
bo‘lgan) musbat (odatda bu sonni £, ya'ni <epsilon> deb atalmish
yunoncha harf bilan belgilashadi) son uchun ketma-ketlikning biror
nomeri (¢ ga bog‘liq bo‘lgan va odatda N orqali belgilanadigan)
dan boshlab barcha hadlari limitdan o‘sha musbat songa farq qilsin.
Shunday qilib biz quyidagi ta’rifga kelamiz.

Ta’rvif. {x,} ketma-ketlik va a soni berilgan bo‘lsin. Agar ix-
tiyoriy £ > 0 olinganda ham shunday N = N(g) nomer topilsaki,
barcha n > N lar uchun

|z, —a] <e (2.1.2)

tengsizlik bajarilsa, a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.
Limitga ega bo‘lgan ketma-ketliklar yaginlashuvchi deb ataladi.
Agar x, ketma-ketlik a limitga ega bo‘lsa, odatda

lim 2, — a
n—r 00

deb yoziladi yoki ba’zan,
n—oo da x,—a

deb ham yoziladi ("en cheksizlikka intilganda iks en a ga intiladi"deb
o‘qiladi).

Ba'zan ketma-ketlik limitining ta’rifi sonlar o‘qidagi nuqgtalar
atrofi tushunchalaridan foydalanib ham kiritiladi.

Ta’rif. Sonlar o‘qidagi xo nugtaning atrofi deb shu nugtani o‘z
tchiga oluwchi istalgan ochiq intervalga aytiladi.

Agar buinterval (xg—¢, xo-+¢) ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda & >
0 bo‘lsa, bu interval g nugtaning ¢ atrofi deyiladi. Bu tushunchadan
foydalanib limitning ta’rifini yana quyidagicha ham berish mumkin:
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agar biror a son uchun istalgan £ > 0 olganda ham ketma-
ketlikning N = N () nomerdan boshlab barcha elementlari a nuqta-
ning £ atrofida joylashsa, u holda a son {x,} ketma-ketlikning limiti
deyiladsi.

Boshgacha aytganda, agar istalgan £ > 0 uchun a nuqtaning
¢ atrofidan tashqarida {z,} ketma-ketlikning oshib borsa, chekli
sondagi hadlari joylashsa, a son bu ketma-ketlikning limiti deb ata-
ladi.

Yaginlashuvchi eng sodda ketma-ketlik bu statsionar ketma-
ketlikdir, ya'ni shunday {x,,} ketma-ketlikki, uning barcha element-
lari bitta songa teng: x,, = ¢. Ravshanki, 2, = ¢ statsionar ketma-
ketlik yaqinlashadi va ¢ soni uning limiti bo‘ladi. Misol sifatida
quyidagi ketma-ketlikni olish mumkin:

1,1, 1, ..., 1,..

Navbatdagi misol, sodda bo‘lishiga qaramasdan o‘ta muhimdir.
2.1.1 - misol. z,, = — ketma-ketlikning limiti 0 sonidir.
Hagigatan, istalgan €n> 0 uchun N(g) sifatida

N > é (2.1.3)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy natural sonni olaylik.

TN | | |
0 ¢ /4 1/3 12 1

k4

2.1-rasm

U holda biz n > N nomerlar uchun

1 1
|wn—0|:|wn|:5§ﬁ<e
munosabatga ega bo‘lamiz. Bu esa 0 soni z,, ketma-ketligining limi-
ti ekanini anglatadi (2.1-rasm).
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Odatda N(e) sifatida (2.1.3) tengsizlikni qanoatlantiruvchi N
natural sonlar ichidan eng kichigini olishga harakat gilinadi. Ravshan-
ki,

N =N(g) = E} +1 (2.1.4)
aynan shunday sondir.

Bu yerda ixtiyoriy haqiqiy « son uchun [z] simvol orqali uning
butun gismi, ya’ni x dan oshib ketmaydigan eng katta butun son
belgilangan. Misol uchun, || = 3, [2] = 2, [-3, 14] = —4.

Albatta, har ganday ketma-ketlik ham yaginlashuvchi bo‘laver-
maydi. Misol uchun,

Tp =N

ketma-ketlik, ravshanki, limitga ega emas. Limitga ega bo‘lmagan
ketma-ketliklar uzoglashuvchi deyiladi.

E’tibor bering, oxirgi ketma-ketlikning giymatlar to‘plami chega-
ralanmagan. Bir gqarashda bu ketma-ketlik aynan shu sababli uzoq-
lashadi va agar bu to‘plam chegaralangan bo‘lganida edi, ketma-
ketlik ham yaginlashar edi, degan tasavvur hosil bo‘lishi mumkin.
Lekin, aslida, bunday emas.

Ta’rvif. Agar shunday M > 0 son mavjud bo‘lsaki, {x,} ketma-
ketlikning barcha hadlari

2| < M (2.1.5)

tengsizlikni qanoatlantirsa, bunday ketma-ketlik chegaralangan de-
yilads.

Chegaralangan ketma-ketlikka eng sodda misol bu istalgan stat-
sionar ketma-ketlikdir. Masalan,

5,5, 5, .., 5, ...

Agar ketma-ketlik yaginlashsa, yuqorida ko‘rganimizdek, limi-
tining ixtiyoriy ¢ atrofidan tashqarida ketma-ketlikning oshib borsa
chekli sondagi elementlari yotadi. Bundan har qanday yaginlashuv-
chi ketma-ketlikning chegaralangan ekanligi bevosita kelib chiqadi.
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2.1.1 - tasdiq. Har qanday yaginlashuvchi ketma-ketlik chegara-
langandir.

Isbot. Faraz qilamiz, {x,} ketma-ketlik biror a songa yaqin-
lashsin, ya’ni istalgan £ > 0 uchun shunday N nomer topilsinki,
n > N bo‘lganda (2.1.2) bajarilsin. Xususan, agar £ = 1 desak,
shunday N = N(1) nomer topiladiki, u uchun

|xp, —al <1, m=>N,

bo‘ladi (2.2-rasm).

I T T A 1 T |
a-1 0 atl

Y

2.2-rasm
Shunday ekan, quyidagi
|n| < lan —al + la]

tengsizlikka ko‘ra, xuddi o‘sha n nomerlar uchun

|xn| < lal+1, n>N, (2.1.6)
tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Endi
M = max { |21], |22, ..., len—1l; |a] + 1} (2.1.7)

deylik. Unda (2.1.6) va (2.1.7) larga ko‘ra, istalgan n nomer uchun
l2n| < M, n=1,23,..

Demak, x, ketma-ketlik chegaralangan ekan.ll
Yuqorida bu tasdigning teskarisi o‘rinlimi degan savol qo‘yilgan
edi. Boshgacha aytganda, har ganday chegaralangan ketma-ketlik
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vaginlashuvchi bo‘ladimi? Navbatdagi misol bu savolga salbiy javob
beradi.
2.1.2 - misol. Ushhu

Xy = (—1)"

ketma-ketlik chegaralangan va uzoqlashuvchidir.

2. Ketma-ketliklar orasida nolga yaginlashuvchi ketma-ketliklar
alohida o‘rin tutadi.

Ta’rif. Nol soniga yaginlashuvchi ketma-ketlik cheksiz kichik
deyiladsi.

Ushbu bandda biz cheksiz kichik ketma-ketliklar xossalarini o‘rga-
namiz. Qaralayotgan ketma-ketlikning cheksiz kichikligiga urg‘u berish
magsadida uning hadlarini yunoncha harflar {a,,}, {8,} va hokazo-
lar bilan belgilaymiz.

Yuqorida keltirilgan ta'rifga ko‘ra, agar istalgan ¢ > 0 uchun
shunday N = N () nomer topilsaki, n > N bo‘lganda

|| < e (2.1.8)

tengsizlik bajarilsa, {c,} ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi.

Ravshanki, statsionar, ya’ni hamma hadlari o‘zaro teng: =, = ¢
bo‘lgan ketma-ketlik fagat ¢ = 0 bo‘lgandagina cheksiz kichik bo‘la
oladi.

Cheksiz kichik ketma-ketliklarning quyidagi sodda, lekin shu bi-
lan birga muhim xossasi bevosita ta'rifdan kelib chiqadi.

2.1.2 - tasdiq. Agar {an} cheksiz kichik ketma-ketlik bolib,
{xn} ketma-ketlik

|2 < |ow) (2.1.9)

tengsizlikni qanoatlantirsa, {x,} ketma-ketlik ham cheksiz kichik bo*-
lads.

Isbot. Cheksiz kichik ketma-ketlikning ta’rifiga ko‘ra istalgan
e > 0 olganda ham shunday nomer N = N(g) topiladiki, n > N
nomerlar uchun (2.1.8) tengsizlik bajariladi. Shunday ekan, (2.1.8)
va (2.1.9) tengsizliklardan n > N bo‘lganda

|2n] < |an| <&
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tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa 2, — 0 ni anglatadi.ll
2.1.3 - misol. {277} ketma-ketlik cheksiz kichikdir.
Hagiqatan, (1.1.12) ga ko‘ra

1
27" < —,
n

Endi talab gilinayotgan tasdiq { % } ketma-ketlikning cheksiz kichik-

ligidan kelib chigadi (2.1.1 - misolga garang).

2.1.3 - tasdiq. [kki cheksiz kichik ketma-ketliklarning yig‘indisi
ham, ayirmast ham yana cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, o, va (3, cheksiz kichik ketma-ketliklar bo‘lsin.
Cheksiz kichik ketma-ketlik ta’rifiga ko‘ra istalgan £ > 0 uchun
shunday N; nomer topiladiki, n > Ny bo‘lganda

£
o] < 5 (2.1.10)

tengsizlik bajariladi. Xuddi o‘sha ¢ > 0 uchun yana shunday N,
nomer ham topiladiki, n > Ns bo‘lganda

162l < g (2.1.11)

tengsizlik bajariladi.
Agar
N = max{Nl, N2 }

desak, n > N bo‘lganda har ikkala (2.1.10) va (2.1.11) tengsizliklar
baravariga bajariladi.
Natijada,
[t + Bal < lam| + (5l

tengsizlikdan foydalansak, (2.1.10) va (2.1.11) larga ko‘ra
loon + Bn| <2, n>=N (2.1.12)

baho hosil bo‘ladi.
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Oxirgi (2.1.12) tengsizlik {ay, + Bn} ketma-ketlikning cheksiz
kichikligini anglatadi.
{ay, — Bn} ketma-ketlikning cheksiz kichikligi,

|tn — Bnl < lam| + |Bal

tengsizlikdan foydalangan ravishda xuddi yuqoridagidek ishotlanadi.ll

2.1.4 - tasdiq. Chegaralongan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik
ketma-ketlikning ko ‘paytmast cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, {z,} chegaralangan va {a,} cheksiz kichik
ketma-ketliklar bo‘lsin. Chegaralangan ketma-ketlikning ta’rifiga bi-
noan, biror M > 0 o‘zgarmas uchun (2.1.5) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Cheksiz kichik ketma-ketlikning ta’rifiga ko‘ra esa, istalgan ¢ > 0
uchun shunday N nomer topiladiki, n > N larda

€
ol <+ (2.1.13)
bo‘ladi.
Natijada, (2.1.5) va (2.1.13) tengsizliklardan
€
|00 <MM =& n>N

baho kelib chiqadi. Bu esa {z,a,} ketma-ketlik cheksiz kichikligini
anglatadi.ll

Ta’kidlash joizki, istalgan {x,} ketma-ketlikni ¢ songa ko‘payti-
rishni biz {x,} ni statsionar ¢, ¢, ¢, ... ketma-ketlikka ko‘paytirish
deb garashimiz mumkin.

2.1.5 - tasdiq. Ikki cheksiz kichik ketma-ketliklarning ko ‘payt-
mast yana cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

Isbot 2.1.1 - va 2.1.4 - tasdiqlardan darhol kelib chiqadi.

2.1.6 - tasdiq. Agar {an} va {Bn} ketma-ketliklar cheksiz kichik
bo‘lib, {x,} ketma-ketlik

o <z, <3,

tengsizlikni qanoatlantirsa, {xn} ketma-ketlik ham cheksiz kichik bo*-
lads.
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Isbot. Ravshanki, tasdiq shartidan quyidagi qo‘sh tengsizliklar
kelib chiqadi:

—lan| = [Bn]l < @n < o] +[8al

Hagiqatan, masalan, o‘ngdagi tengsizlik (chap qismi ham xuddi
shunday isbotlanadi) quyidagicha o‘rnatiladi:

Endi agar o‘rnatilgan tengsizlikni unga teng kuchli bo‘lgan quyida-
gi

ko‘rinishda yozib olsak, talab gilinayotgan tasdiq 2.1.2 - va 2.1.3 -
tasdiglardan kelib chigadi.ll

3. Endi istalgan yaqinlashuvchi ketma-ketliklarni o‘rganishga
o‘tamiz. Bunda bizning asosiy qurolimiz cheksiz kichik ketma-ketlik-
larning yuqorida o‘rnatilgan xossalari bo‘ladi.

Avvalo, navbatdagi tasdiq o‘rinli ekanini qayd etamiz.

2.1.7 - tasdiq. {xn} ketma-ketlik a songa yaginlashishi uchun
{xp, — a} ketma-ketlikning cheksiz kichik bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot limit va cheksiz kichik ketma-ketlik ta’riflaridan bevosita
kelib chigadi.

Shunday qilib, {x,} ketma-ketlik faqat va faqat biror cheksiz
kichik {cv,} ketma-ketlik bilan quyidagi

Tp = Q4+ Qp,

ko‘rinishga ega bo‘lgandagina a songa yaginlashadi.

Endi biz yaqinlashuvehi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar
haqidagi teoremalarni isbot qila olamiz.

2.1.1 - teorema. [kki yaqinlashuvchi {x,} va {yn} ketma-ketliklar
yig ‘indisi ham yaginlashuvchi bo ‘lib, yig ‘indining limit limitlar yig‘indi-
stga teng bo‘ladi, ya'ni

(@ +yn) = 1022, + Tim g, (2.1.14)

lim
n— 00
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Isbot. Faraz qilaylik, &, — a va y, — b bo‘lsin. U holda, 2.1.7
- tasdigga asosan,
Tn = 0+ ap (2.1.15)

va
Yn = b+ fn (2.1.16)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi, bu yerda {a,,} va {8,} - cheksiz kichik
ketma-ketliklar.
Avvalgi band natijalarini hisobga olib, bu ikki tengliklarni qo‘shsak,

mn+yn:a+an+b+ﬁn:(a+b)+%¢

tenglik hosil bo‘ladi, bunda {~,} - cheksiz kichik ketma-ketlik.
O‘rnatilgan tenglik 2.1.7 - tasdiqqa ko‘ra {x,,+y, } ketma-ketlikning
a + b songa yaginlashishini anglatadi.ll

2.1.2 - teorema. [kki yaqinlashuvchi {x,} va {yn} ketma-ketliklar
ko ‘paytmasi yana yaginlashuvchi bo‘lib, ko ‘paytma limiti limitlar ko ‘paytmasiga
teng bo‘ladi, ya'ni

lim (2, - y,) = lim a, - lim y,. (2.1.17)

n—ro0 n—ro0 n— o0

Isbot. Faraz qilamiz, x, — a va y, — b bo‘lsin. U holda, 2.1.7
- tasdiqqa asosan, (2.1.15) va (2.1.16) tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu
ikki tengliklarni o‘zaro ko‘paytirib, oldingi band natijalarini hisobga
olsak,

mn’yn:(a+an)(b+/8n):ab+a’ﬁn+b’an+an’/@n:ab+’7n

bo‘ladi, bu yerda {v,} - biror cheksiz kichik ketma-ketlik.
O‘rnatilgan tenglik 2.1.7 - tasdiqqa ko‘ra {x,, - y»} ketma-ketlik
ab songa yaqinlashishini anglatadi.ll
Natija. {x,} va {yn} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lsin. U
holda, iztiyoriy X va g haqiqiy sonlar uchun { Az, + py,} ketma-
ketlik ham yaginlashuvchi bo‘lib,
(A2n 4 pryn) = A lim 2, + g lim gy,

lim
n—>00



§2.1. Ketma-ketlik limiti 87

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Bu xossaga limitga o‘tish amalining chizigliligi deyiladi.
Xususan, A =1 va i = —1 bo‘lganda oxirgi tenglikdan
lim (x, — y,) = lim a2, — lim y, (2.1.18)

n—ro0 n— o0 n— o0

munosabatni olamiz.

4. Ikki yaginlashuvchi ketma-ketliklar nishatini o‘rganishga o‘ta-
miz. Bunda maxrajda turgan ketma-ketlikning barcha hadlari va
uning limiti noldan farqli bo‘lishi zarur.

2.1.1 - lemma. Berilgan {y,} ketma-ketlik b # 0 songa yaqin-
lashsin. U holda shunday N mnomer topiladiki, barcha n > N lar
uchun

0]

ynl 2 - >0 (2.1.19)

tengsizlik bajariladsi.
Isbot. Limit ta’rifiga ko‘ra, istalgan £ > 0 olganda ham shunday
N = N(¢&) nomer topiladiki, u uchun

|yn_b|<€7 nzN(g)v

tengsizlik bajariladi.
Bundan

[yl = 10+ yn =0 2 [0] = |y —b] > [b] =&, n >N,

0]

kelib chigadi. Bu tengsizlikda ¢ = o desak, talab qilingan (2.1.19)

tengsizlikni olamiz.M

Eslatma. Isbotlangan lemma, xususan, noldan farqli limitga
ega bo‘lgan ketma-ketlikni nolga teng hadlarining soni fagat chekli
bo‘lishi mumkinligini anglatadi.

Endi ikki ketma-ketlik nisbatining limiti haqgidagi teoremani is-
botlashimiz mumkin.

2.1.3 - teorema. Faraz qilaylik, {x,} ketma-ketlik a songa va
{yn} ketma-ketlik esa b # 0 songa yaqinlashsin. U holda biror nomer-

€ a .
dan boshlab { == & ketma-ketlik aniglangan bolib, w — songa yaqin-

Un b
lashadi.
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Isbot. Shartga ko‘ra, ©, — a va y, — b bo‘lsin. U holda 2.1.7
- tasdiqqa asosan, (2.1.15) va (2.1.16) tengliklar bajariladi. Shun-
day ekan, 2.1.1 - lemmaga asosan biror nomerdan boshlab quyidagi
tengliklarni yozishimiz mumkin:

Tn 4 br, —ay,  bla+an) —alb+ By)

Un b byn, byn,

Agar biz bu tenglikda ~,, = o, —(a/b) 53, deb belgilasak, u holda
Yn - cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lib,

Tn a 1
L T 2.1.21
tenglik bajariladi.

2.1.1 - lemmaga ko‘ra {1/y,} ketma-ketlik chegaralangan, shu-
ning uchun 2.1.4 - tasdigdan (2.1.21) ning o‘ng qismi cheksiz kichik
ketma-ketlik ekanligi kelib chigadi. Demak,

. Tp G
lim — = —.
n—oo Ypn b
Shunday qilib, 2.1.3 - teoremaga asosan nishatning limiti limitlar
nisbatiga teng ekan.

Shubhasiz, agar y, ketma-ketlikning barcha elementlari noldan
farqgli bo‘lsa, Tn U etma-ketlik barcha n larda aniglangan ho‘ladi.

Shunga ahamniyat berish joizki, agar hiz ketma-ketlikning istal-
gan chekli sondagi elementlarini o‘zgartirsak, uning yagqinlashish
x0ssasi va limiti o‘zgarmaydi. Xususan, agar ketma-ketlikning chekli
sondagi elementlari nolga teng bo‘lsa-yu, biz ularni, masalan, birlar
bilan almashtirsak, natijada nolga teng bho‘lmagan elementlardan
iborat yangi ketma-ketlik olamiz va eski bilan yangi ketma-ketliklar
bir vagtda yoki yaqinlashuvchi, yoki uzoglashuvchi bo‘ladilar. Bun-
dan tashqari, bordi-yu ular yaginlashsa, ularning limitlari o‘zaro
teng bo‘ladi.

5. Ushbu bandda biz tengsizliklarda limitga o‘tishni o‘rganamiz.

2.1.2 - lemma. Agar {x,} ketma-ketlik a songa yaginlashib,
Tp > 0 bo'lsa, u holda a > 0 bo‘ladi.
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Isbot. Shartga ko‘ra x, > 0 va x, — a bo‘lsin. Demak, limit
ta’rifiga asosan, istalgan £ > 0 uchun shunday N nomer topiladiki,

|, —al <&, n>N

bo‘ladi.
1.3.2 - tasdigdan bu tengsizlikning quyidagi qo‘sh tengsizlikka
teng kuchli ekanligini olamiz:

—= <z, —a<Ee. (2.1.22)

Shunday ekan, x,, > 0 shartdan va (2.1.22) ning o‘ng tomonidagi
tengsizlikdan

e+a>x,>0, yani e+a>0
bahoni hosil gilamiz. Bundan chiqdi, istalgan musbat £ uchun
a>—¢ (2.1.23)

tengsizlik o‘rinli bo‘lar ekan.
Oxirgi tengsizlik @ son har qanday manfiy sondan katta ekanini
anglatadi va shuning uchun u manfiy bo‘la olmaydi. Demak, ¢ > 0.1
2.1.4 - teorema (tengsizliklarda limitga o‘tish haqgida).
Agar ikki yaginlashuvehi {x,} va {yn} ketma-ketliklarning barcha
hadlari
Tn < Yn (2.1.24)

tengsizlikni qanoatlantirsa, ularning limitlari ham shu tengsizlikni
qanoatlantiradi, ya’'ni

lim z, < lim y,. (2.1.25)

n—ro0 n—ro0

Isbot. (2.1.24) ga ko‘ra y, — 2, > 0 tengsizlik o‘rinli va shuning
uchun, 2.1.2 - lemmaga asosan

lim (y, — ) > 0.

n— o0
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Endi (2.1.18) tenglikni qo‘llab, talab gilingan (2.1.25) munosa-
batni olamiz.l

Eslatma. Agar (2.1.24) shartni qat’iy x, < y, tengsizlikka
o‘zgartirsak, bundan, umuman aytganda, limitlar uchun ham qat’iy
tengsizlik kelib chigmaydi. Masalan, agar x, = 0 va y, = — ketma-
ketliklarni olsak, "

T < Yn,
biroq
lim z, = lim g, = 0.
n—r 00 n—r 00

Navbatdagi teorema matematik tahlilda muhim rol o‘ynaydi.
2.1.5 - teorema. Agar {x,} va {yn} ketma-ketliklar bitta songa
yaginlashsib, {z,} ketma-ketlik

Tn < Zn <¥Yn (2.1.26)

tengsizlikni qanoatlantirsa, w holda {z,} ketma-ketlik ham zuddi
o‘sha songa yaginlashadsi.

Isbot. Shartga ko‘ra {z,} va {y,} ketma-ketliklar limiti a soni
bo‘lsin. Shunday ekan, (2.1.26) tengsizlikdan

Tn—0 < Zpn—a < Yp—a (2.1.27)

munosabat kelib chigadi.

2.1.7 - tasdiqqa asosan {z, —a} va {y, — a} ketma-ketliklar
cheksiz kichik bo‘ladi. Demak, (2.1.27) va 2.1.6 - tasdiqqa ko‘ra,
{zn — a} ketma-ketlik ham cheksiz kichik bo‘ladi, ya'ni z, — .l

Eslatma. Isbotlangan teorema matematikada " ¢kki politsiyachi
prinsipi" deb ataluvchi quyidagi matematik folklorning tasdig‘idir:
agar qochuvchi (ya'ni z,) hamma vaqt biror ¢ manzilga intiluvchi
ikki politsiyachi (ya'ni z,, va ) orasida bo‘lsa, qochuvchi ham oxir-
ogibat shu manzilga keladi.
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§ 2.2. Monoton ketma-ketliklar

1. Sonli ketma-ketliklarni o‘rganishdagi asosiy muammo — bu
ular limitining mavjudligi hagidagi muammodir. Umumiy holda bu
masalani hal gilish ancha murakkab bo‘lsa-da, lekin ketma-ketliklar-
ning ba’zi sinflari uchun u nisbatan oson yechiladi. Aynigsa, mono-
ton ketma-ketliklar uchun limitning mavjudlik muammosi sodda
yechimga ega.

Ta’rif. Agar barcha n nomerlar uchun

Tn < Tpy1, n=1,23 .. (2.2.1)

tengsizliklar bajarilsa, {x,} ketma-ketlikni o‘suvchi deymiz.
Agarda quyidagi qat’iy

Tp < Tpy1, n=1,23 .. (2.2.2)

tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, {2y} ketma-ketlikni gat’iy o ‘suvchi deymiz.
Masalan, x, = n ketma-ketlik qat’iy o‘suvchidir.
Kamayuvchi ketma-ketliklar ham shunga o‘xshash aniglanadi.
Ta’rif. Agar barcha n nomerlar uchun

Tp 2 Tny1, n=1,23 .. (2.2.3)

tengsizliklar bajarilsa, {x,} ketma-ketlikni kamayuvchi deymiz.
Agarda quyidagi qat’iy

Tp > Tpy1, N=1,23 .. (2.2.4)

tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, {x,} ketma-ketlikni gat’iy kamayuvchi
deymiz.

O‘suvchi ketma-ketliklarni va kamayuvchi ketma-ketliklarni mo-
noton ketma-ketliklar deymiz. Ba’zan, qat’iy o‘suvchi va qat’iy ka-
mayuvchi ketma-ketliklar gat’iy monoton ketma-ketliklar deyiladi.

E’tibor bering, yuqoridagi ta’riflarga asosan statsionar ketma-
ketlik ham o‘suvchi, ham kamayuvchi bo‘ladi.

1
2.2.1 - misol. x,, = — qat’iy kamayuvchi ketma-ketlikdir.
n
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2.1.1 - tasdigda har gqanday yaqinlashuvchi ketma-ketlik chega-
ralangan bo‘lishini ko‘rdik. Buning teskarisi o‘rinli emasligiga esa
chegaralangan va uzoqlashuvchi z,, = (—1)**! ketma-ketlik misoli-
da ishonch hosil qgildik.

Bu misolning o‘ziga xosligi shundan iboratki, uning hadlari nol
atrofida goh o‘sib va goh kamayib o‘zgarmas amplituda bilan tebrana-
di. Boshgacha aytganda, bu ketma-ketlik monoton emas. Qizig‘i
shundaki, agar ketma-ketlik monoton ho‘lsa, uning yaqinlashishi
uchun chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli ekan.

2. Shu munosabat bilan yuqgoridan yoki quyidan chegaralangan
ketma-ketlik tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif. Agar shunday B soni mavjud bo ‘lsaki, barcha n nomerlar
uchun

tn < B (2.2.5)

shart bajarilsa, {x,} ketma-ketlikka yuqoridan chegaralangan de-
yiladi.
Xuddi shu singari quyidan chegaralangan ketma-ketlik aniglana-
di.
Ta’rif. Agar shunday A soni mavjud bo‘lsaki, barcha n nomerlar
uchun
Tp > A (2.2.6)

shart bajarilsa, {xn} ketma-ketlikka quyidan chegaralangan de-
yiladi.

Har ganday monoton ketma-ketlik hech bo‘lmaganda bir tomon-
dan chegaralangan bo‘ladi. Hagiqatan ham, agar {x,} ketma-ketlik
o‘suvchi bo‘lsa, ixtiyoriy n nomer uchun

Tn 2 X1

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni ketma-ketlik quyidan x; soni orqali
chegaralangan. Agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lsa, ixtiyoriy
n nomer uchun

Tp < 21

tengsizlik bajariladi, ya’ni ketma-ketlik yuqoridan z; soni orqali
chegaralangan.
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Shunday qilib, monoton ketma-ketlikning chegaralanganligini ta-
lab gilmoqchi bo‘lsak, u o‘suvchi bo‘lganda yuqoridan chegaralan-
ganlikni (chunki quyidan u shundoq ham chegaralangan), kamayuv-
chi bo‘lganda esa quyidan chegaralanganlikni talab qilish yetarli.

Navbatdagi teoremani biz an’anaviy ko‘rinishda keltiramiz.

2.2.1 - teorema. Yugoridan chegaralongan har qanday o ‘suvchi
ketma-ketlik yaginlashadsi.

Isbot. Shartga ko‘ra {x,} ketma-ketlik o‘suvchi va yuqoridan
chegaralangan bo‘lsin, ya'ni (2.2.1) va (2.2.5.) shartlar bajarilsin.

E simvoli orqali {x,} ketma-ketlikning giymatlar to‘plamini,
ya’ni sonlar o‘qgining barcha x,, nugtalardan iborat gismiy to‘plamini
belgilaymiz. (2.2.5) ga ko‘ra, E to‘plam yuqoridan chegaralangan va
shuning uchun, 1.4.1 - asosiy teoremaga binoan bu to‘plamning aniq
yugori chegarasi mavjud.

Mana shu aniq yuqori chegarani

a=sup I

deb belgilab, ©,, — a ekanini isbotlaymiz.
Aniq yuqori chegaraning ta’rifiga ko‘ra

o <a, n=1,2,3 .. (2.2.7)

Yana o‘sha aniq yuqori chegaraning ta'rifiga asosan ( § 1.2, (ii)
shartga qarang) istalgan £ > 0 uchun £ to‘plamning a — & nugtadan
o‘ngda joylashgan kamida bitta nugtasi mavjud. Agar z shunday
nuqta bo‘lsa,

a—& <IN
tengsizlik bajariladi.

{xy} o'suvchi ketma-ketlik bo‘lgani uchun bu tengsizlikni ketma-
ketlikning nomeri NV dan katta bo‘lgan barcha elementlari ham gano-
atlantiradi, ya'ni

a—e<2Zp, n=>N. (2.2.8)

Shunday ekan, n > N bo‘lganda har ikkala (2.2.7) va (2.2.8)

tengsizliklar bir vaqtda bajariladi, ya'ni:

a—e<rp,<a, n>N.
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Bundan chiqdi,
|, —al <&, n>N

tengsizlik ham o‘rinli bo‘lar ekan. Bu tengsizlik esa {x,} ketma-
ketlikning a soniga yaqinlashishini anglatadi.ll

Natija. Quyidan chegaralangan har qanday kamayuvchi ketma-
ketlik yaginlashadi.

Hagiqatan, quyidan chegaralangan har qanday kamayuvchi {y, }
ketma-ketlik yaqginlashishini ko‘rsatish uchun, x, = —y, ketma-
ketlik o‘suvchi va yuqoridan chegaralangan ekanligini qayd etib, un-
ga 2.2.1 - teoremani qo‘llash yetarli.

Eslatma. Agar {a,} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lib, biror a songa
yvaginlashsa, u holda, ravshanki, quyidagi

an <a, n=1,23..

tengsizliklar bajariladi.
Xuddi shunga o‘xshash, {b,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lib,
biror b songa yaqinlashsa,

bp>b, n=1,23..

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
3. Yuqoridagi 2.2.1 - teoremani qo‘llashga misol keltiramiz.
2.2.2 - misol. Quyidagi

n
11 11 1
sn:Z—:—+—+—+...+n— (2.2.9)

ketma-ketlikning yaqinlashishini ko‘rsatamiz.
1) O‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

Sntl = Sn + (2.2.10)

(n+1)!

tenglikdan sp41 > s, tengsizlikni olamiz, ya'ni {s,} ketma-ketlik
o‘suvchi ekan.
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2) Endi bu ketma-ketlikning yuqoridan chegaralangan ekanini
ishotlaymiz. Buning uchun

1
sng?)—ﬁ, n €N, (2.2.11)
tengsizlik bajarilishini ko‘rsatish yetarli.

(2.2.11) bahoni matematik induksiya usuli yordamida isbotlay-
miz. Agar n = 1 bo‘lsa, bu baho tenglikka aylanib, u, hagiqatan,
o‘rinli bo‘ladi.

Endi (2.2.11) bahoni n = k da to‘g‘ri deb, uning n = k + 1
da ham bajarilishini ko‘rsatish oson. Haqiqatan, farazimizga ko‘ra,
(2.2.10) tenglikdan

1 1 k < 1

f— 7< —— — - -
Skt Sk+(k+1)!—3 ERECERY] ’ (l<:+1)!—3 (k+1)!

hosil bo‘ladi, ya'ni (2.2.11) tengsizlik n = k + 1 uchun ham to‘g‘ri
ekan.

Demak, matematik induksiya prinsipiga asosan (2.2.11) baho
istalgan n € N da bajariladi.

Shunday qilib, {s,} ketma-ketlikning o‘suvchi va yuqoridan che-
garalangan ekanini ko‘rsatdik. Bundan chiqdi, u yaginlashuvchi bo‘-
ladi.

(2.2.9) ketma-ketlik limiti e harfi bilan belgilanadi. E’tibor bering,
bu son uchun (2.2.9) tenglik va (2.2.11) tengsizlikdan bevosita

2 < e <3

baho kelib chigadi.

4. Navbatdagi misolda shunday ketma-ketlik keltirilganki, agar
biz uning yaqinlashishini isbotlay olsak, u holda uning limiti oson
topiladi.

2.2.3 - misol. Quyidagi

N | —

Tntl —
n

(:En + i) , Tg=2¢ (2.2.12)
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munosabat bilan anigqlangan {x,}5° ; ketma-ketlik istalgan ¢ > 0
boshlang‘ich gqiymat uchun yaqinlashishini isbotlang.

Shuni aytish kerakki, bunday aniglangan ketma-ketlikda 41 ni
hisoblash uchun oldingi z,, ga qaytib, (2.2.12) formuladan foydala-
nish zarur. Shuning uchun bunday ketma-ketliklar qaytadigan yoki
rekurrent (yunoncha recurrere - qaytmoq so‘zidan olingan) ketma-
ketlik deb ataladi. Bunda (n 4 1) - elementni birinchi n ta element
orqali aniglaydigan formulaga rekurrent formula deyiladi.

1) Avval zp > 0 ni har qanday tanlaganda ham {x,,}5° ; ketma-
ketlik quyidan v/b son bilan chegaralanganini ko‘rsatamiz, ya’ni bi-
rinchi nomerdan boshlab

2n > Vb, n=1,2,3,.. (2.2.13)

tengsizlik bajarilishini isbotlaymiz.
Buning uchun istalgan mushat haqiqiy ¢ soni uchun o‘rinli bo‘lgan

= P R N - 2>1 t>0 (2.2.14)
2 t) 2 Vi) T ’ -
tengsizlikdan foydalanamiz.

Agar (2.2.12) da mos almashtirishlarni bajarib, (2.2.14) tengsiz-

likni qo‘llasak, talab qilingan bahoni olamiz:

Tnp1 = g <x—\/% + g) > Vb (2.2.15)

2) Endi {2, }22 | ketma-ketlikning kamayuvchi ekanini ko‘rsatish
oson. Haqigatan, (2.2.12) rekurrent formulaga ko‘ra

1 b 22 —b
_ = _ - = >
Tn = Tntl = 5 (m” xn> o, =V

va demak, xp11 < zp, n=1,2,3, ...

Shunday qilib, 2.2.1 - teoremaning natijasiga asosan, {x,, } ketma-
ketlik biror haqiqiy a soniga yaqinlashadi. Bundan chiqdi, (2.2.12)
rekurrent formulada limitga o‘tsak,

T
@5\ Ty
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tenglikni olamiz. Bundan a = v/b ekani kelib chiqadi. Ixtiyoriy mus-
bat sonning kvadrat ildizini taqribiy hisoblashning ushbu usulini
buyuk ingliz olimi I. Nyuton taklif gilgan.

Qayd qilamizki, (2.2.12) rekurrent formula kvadrat ildizni taqri-
biy hisoblashning zamonaviy kalkulyatorlarda qo‘llashga qulay al-
goritmini beradi.

§ 2.3. Ichma-ich joylashgan kesmalar prinsipi

Sonlar o‘qida ixtiyoriy ikki [ay, b1] va [ag, bs| kesmalarni qaraylik.
Agar
ar <az <by <b

bo‘lsa, [ag, bs] kesmani [aq, b1] kesma ichida joylashgan deymiz.
Ravshanki, [ag,bs] kesmaning [a1,b1] kesma ichida joylashishi
uchun [ag,bs| kesmaning har bir nuqtasi |ag, b1] kesmaga ham te-
gishli bo‘lishi, ya’ni
[ag, bg] C [al, bl]

bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Navbatdagi teorema cheksiz ko‘p ichma-ich joylashgan kesmalar
ketma-ketligi haqgida bo‘lib, u bir qator tadbiqlarga egadir.

2.3.1 - teorema (ichma-ich joylashgan kesmalar prin-
sipi). Agar [apn, b, C R kesmalarning har biri o‘zidan avvalgisini
tchiga joylashgan bo‘lib, ya’ni

[an+1, bn+1] C [an, bn] (231)

bo‘lib, ularning uzunligi nolga intilsa, bu kesmalar ketma-ketligining
barchasiga tegishli bo‘lgan ¢ nuqta mavjud va yagonadir.
Isbot. Ravshanki, (2.3.1) munosabat

Up S An+1 < bn+1 S bn
tengsizliklarning bajarilishini anglatadi.

Demak, {a,} ketma-ketlik o‘suvchi va {b,} ketma-ketlik esa ka-
mayuvchi ekan. Bundan tashqgari, kesmaning ta’rifiga ko‘ra istalgan
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7 uchun
ty < by (2.3.2)

tengsizliklar bajariladi.
Modomiki {b,} ketma-ketlik kamayuvchi ekan, b, < by tengsiz-
lik bajariladi va (2.3.2) ga ko‘ra

an<bl

bo‘ladi.

Bundan chiqdi, {a,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lib, 2.2.1
- teoremaga ko‘ra u yaginlashuvchi bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshab,
{b,} ketma-ketlikning quyidan chegaralangan va yaqinlashuvchi eka-
nini ko‘rsatish mumkin.

Shartga ko‘ra kesmalarning uzunligi nolga intiladi, ya’ni

Shunday ekan, {a,} va {b,} ketma-ketliklar yagona limitga in-
tiladi. Biz bu limitni ¢ harfi bilan belgilaymiz, ya’'ni

c¢— lim a, = lim b,.
n—>00 n—>00

Endi 2.2.1 - teoremadan so‘ng keltirilgan eslatmaga ko‘ra
an <c< by

tengsizlik bajarilishini qayd etamiz. Bu tengsizlik esa, o‘z navbatida,
¢ nuqgtaning har bir |a,, b,| kesmaga tegishli ekanini anglatadi. Bun-
dan tashqari, ¢ nuqtaning yagona ekani ikki turli nugta bir vaqtning
o‘zida uzunligi istalgancha kichik bo‘lgan kesmalarga tegishli ho‘la
olmasligidan kelib chigadi.ll

Eslatma. Bu teoremada kesmalar o‘rniga intervallarni olish
mumkin emas. Chunonchi, quyidagi ichma-ich joylashgan interval-

1
lar (0, E) ketma-ketligini qaraylik. Bu intervallarning har biri avval-

gisi ichiga joylashgan bo‘lib, ularning uzunligi nolga intiladi. Lekin
bu intervallarning barchasiga tegishli bo‘lgan nuqta mavjud emas.
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Boshqgacha aytganda, bu intervallar barchasining kesishmasi bo‘sh
to‘plamdir.

§ 2.4. Ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari

1. Ushbu paragrafda biz yaginlashmaydigan ketma-ketliklarni
o‘rganamiz. Ko‘pgina amaliy masalalarni yechishda aynan shun-
day ketma-ketliklarni o‘rganishga to‘g‘ri keladi. Ba’zan bu ketma-
ketliklar biror songa yaqinlashishi uchun ularni <gismlarga ajratish>
yetarli bo‘ladi. Ana shu o‘rinda hosil bo‘ladigan limitlarga gismiy
limitlar deyiladi.

Ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yaqginlashuvchi deyilar edi.
Ravshanki, agar ketma-ketlik yaginlashsa, u yagona limitga ega.
Hagigatan ham, agar u ikkita a va b limitlarga ega deb faraz qilsak,

mn:a+an:b+/8n

bo‘ladi va. bundan
b—a=a,— 5, —0

ni olamiz. Demak, b —a = 0, ya’ni b = a ekan.

Ammo uzoqlashuvchi ketma-ketliklarda qismiy limitlar ko‘p bo‘-
lishi mumkin. Qismiy limitga aniq ta’rif berish uchun gismiy ketma-
ketlik tushunchasini kiritamiz.

Ixtiyoriy qat’iy o‘suvchi {k, } natural sonlar ketma-ketligini tan-
laymiz, ya’ni

kp <ky <..<kp,<..

Ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsa, {xy, }5° | ketma-
ketlik {xn} ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi.

Masalan, {x2,—1} va {x2,} ketma-ketliklar berilgan {x,,} ketma-
ketlikning har xil, ya’ni biri toq nomerdagi va ikkinchisi juft nomerda-
gi elementlaridan tashkil topgan ikki qismiy ketma-ketliklaridir.

Ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlikning a soniga yaginlashuvchi {xy, }
qismiy ketma-ketligi mavjud bo‘lsa, a son {x,} ketma-ketlikning qis-
miy limiti deyiladi.
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2.4.1 - misol. z, = (—1)" bo‘lsin. U holda juft nomerli
Ton = (1) =1

qismiy ketma-ketlik 1 soniga yaginlashadi, toq nomerli

Xop_1 = (_1)2n—1 T
gismiy ketma-ketlik esa —1 soniga yaginlashadi. Shuning uchun 1
va —1 sonlar {x,} ketma-ketlikning qismiy limitlari bo‘ladi.

2. Endi ketma-ketlik uchun limit nuqta tushunchasini kiritamiz.
Dastlab yozuvni soddalashtirish magsadida quyidagi atamalashga
kelishib olaylik.

Faraz qilaylik, I - sonlar o‘gining ixtiyoriy qismiy to‘plami va
{xp} - biror ketma-ketlik bo‘lsin. Agar shunday cheksiz ko‘p turli
nomerlar topilsaki, {z,} ketma-ketlikning bu nomerlarga mos kel-
gan elementlari £ to‘plamga tegishli bo‘lsa, biz F to‘plamda {x,}
ketma-ketlikning cheksiz ko'p elementlari yotadi deymiz.

Bu kiritgan ta’rifimiz to‘plamlar nazariyasida qgabul qilingan
an’anaviy atamadan farq giladi. Misol uchun, agar E to‘plam faqat
bitta = 1 nuqtadan iborat bo‘lsa, to‘plamlar nazariyasi nug-
tayi nazaridan u cheksiz ko‘p nugtaga ega bo‘la olmaydi. Ammo
yuqoridagi kelishuvga ko‘ra, F to‘plamda {(—1)"} ketma-ketlikning
cheksiz ko‘p, ya’'ni barcha juft nomerli elementlari yotadi.

Sonlar o‘qidagi ¢ nugtaning atrofi deb shu nuqgtani o‘z ichiga
oluvchi ixtiyoriy intervalga aytilishini eslatamiz. Biz a nuqtaning &-
atrofi deganda (a — &, a + £) intervalni tushunamiz va bunda doim
£ > 0 deb hisoblaymiz.

Ta’rvif. Agar a nuqtaning iztiyoriy e-atrofida {x,} ketma-ketlik-
ning cheksiz ko‘p elementi joylashsa, a nugta berilgan ketma-ketlik-
ning limit nuqtast deyiladi.

Masalan, 1 va —1 nugtalar {(—1)"} ketma-ketlikning limit nuq-
talaridir. Bu ketma-ketlik uchun limit nuqtalar to‘plami qismiy li-
mitlar to‘plami bilan ustma-ust tushishi tasodifiy emas. Chunonchi,
quyidagi ikki tasdiq o‘rinli.

2.4.1 - tasdiq. Har qanday ketma-ketlikning qismiy limiti shu
ketma-ketlikning limit nuqtast bo ladi.
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Isbot. Faraz qilaylik, a nuqta {x,} ketma-ketlikning qismiy li-
miti bolsin, ya'ni a ga yaqinlashuvchi {zy, } qismiy ketma-ketlik
mavjud bo‘lsin. Shunday ekan, istalgan £ > 0 uchun {xj_} ketma-
ketlikning biror nomerdan boshlab barcha elementlari a nuqtaning
c-atrofida yotadi. Demak, shu s-atrofda {x,,} ketma-ketlikning chek-
siz ko‘p elementlari yotadi, ya’ni a - ketma-ketlikning limit nuqgtasi
ekan.ll

Bu tasdigning teskarisi ham o‘rinli.

2.4.2 - tasdiq. Har qanday ketma-ketlikning limit nugtast shu
ketma-ketlikning qismiy limiti bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, ¢ nuqta {x,} ketma-ketlikning limit nuq-
tasi bo‘lsin, ya’ni ¢ nuqtaning istalgan s-atrofida {x,} ketma-ketlik-
ning cheksiz ko'p elementlari yotsin

Musbat € ga ketma-ket 1, 3 3, ,.. giymatlarni berib, shunday
(a — Ev a+ ) intervallarni olamlzkl bu intervallarning har birida
{xn} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p elementlari yotadi.

Birinchi (a — 1, a + 1) intervalda ketma-ketlikning k; nomerli
biror elementini tanlaymiz7 ikkinchi (a — %, a+ %) intervalda ko >
k1 nomerli, uchinchi (a— %, a+ %) intervalda ks > ko nomerli, ...,
n- interval (a — Ev a+ = ) da k, > k,—1 nomerli va hokazo ele-
mentlarni tanlaymiz. Natijada shunday {zy,} qismiy ketma-ketlik

olamizki,
(=5 5)
T, €Ela——, a+—
n n

1

bo‘ladi.
Demak,

ya'ni {z, } ketma-ketlik a songa yaqinlashadi. Bu esa, o‘z navbati-
da, a soni {x,} ketma-ketlikning gismiy limiti ekanini anglatadi.l
3. Umuman aytganda, har ganday ketma-ketlikda gismiy limit-
lar ko‘p bo‘lishi mumkin, ammo ularning ichida eng kattasi va eng
kichigi, aynigsa, katta ahamiyatga egadir.
Ta’rif. Ketma-ketlikning eng katta gismay limite bu ketma-ketlik-
ning yuqort limiti deyiladi.
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Agar {x,} ketma-ketlikning yuqori limitini @ desak, u quyidagi

a = lima, (2.4.1)
n—o0
simvol orqali belgilanadi.
Xuddi shunga o‘xshash ketma-ketlikning quyi limiti aniglanadi.
Ta’rif. Ketma-ketlikning eng kichik qismay limiti bu ketma-ketlik-
ning quyt limiti deyiladi.
Agar {x,} ketma-ketlikning quyi limitini @ desak, u quyidagi

a— lim x, (2.4.2)

simvol orqali belgilanadi.

Yuqorida ikkita gismiy limitga ega bo‘lgan ketma-ketlikka mi-
sol sifatida {(—1)"} ketma-ketlik keltirilgan edi. Bu misolda qismiy
limitlar 1 va —1 ga teng. Ravshanki, bu holda

lim z, = 1, lim 2,, = —1.
N0 n—00
Albatta, o‘z-o‘zidan quyidagi savol tug‘iladi: har ganday ketma-
ketlikda ham limit nugtalar bormi? Agar ketma-ketlik chegaralan-
gan bo‘lsa, bu savolga javob ijobiy bo‘lar ekan. Bu natija bir-biridan
bog‘ligsiz ravishda chex matematigi B.Bol’sano va nemis matema-
tigi K.Veyershtrass tomonlaridan isbotlangan. Aslida, biz bu yer-
da bundanda umumiyroq navbatdagi tasdiqni isbotlaymiz. Shuni
aytish lozimki, bordi-yu ketma-ketlik yagona limit nuqtaga ega bo‘lsa,
uning yugori va quyi limitlari o‘zaro teng bo‘lib, ular ana shu nug-
tadan iborat bo‘ladi.
2.4.1 - teorema. Haor qandoy chegaralangan ketma-ketlik yuqori
va quyt limitlarge ega.
Isbot. Shartga ko‘ra {x,} chegaralangan ketma-ketlik bo‘lsin
deylik, ya’ni shunday A va B o‘zgarmaslar mavjudki, ular uchun

A<y, <B

munosabat o‘rinli.
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Bu tengsizliklar {x,} ketma-ketlikning barcha elementlari A4, B
kesmada yotishini anglatadi.

Avval biz [A, B] kesmani A

larga ajratamiz. Bu ikki kesmalardan ketma-ketlikning cheksiz ko‘p
elementlarini o‘z ichiga olganini [a1, b1] simvol orqali belgilaymiz.
Bordi-yu, har ikkala kesma ham ketma-ketlikning cheksiz ko‘p ele-
mentini oz ichiga olsa, [a1, b;] sifatida bu kesmalardan o‘ng tomon-
dagisini olamiz.

So‘ngra tanlangan [a1, b1] kesmani ikkita teng kesmaga bo‘lamiz
va |ag, be] simvoli orqali ulardan ketma-ketlikning cheksiz ko‘p ele-
mentlarini o‘z ichiga olganini belgilaymiz. Yana, bordi-yu, har ikkala
kesma ham ketma-ketlikning cheksiz ko‘p elementlarini o‘z ichiga ol-
sa, [ag, bo] sifatida bu kesmalardan o‘ng tomondagisini olamiz.

Bu jarayonni davom ettirib, biz shunday ichma-ich joylashgan
kesmalar ketma-ketligini olamizki, bunda n - qadamda quril-

nuqta orqali ikkita teng kesma-

gan [a,, by kesma uzunligi ga teng bo‘lib, u {z,} ketma-

3
ketlikning cheksiz ko‘p elementlz%rini o'z ichiga oladi, bundan tashqa-
ri, b, nuqtadan o‘ngda ketma-ketlikning oshib borsa, chekli sondagi
elementlari yotadi.

Ichma-ich joylashgan kesmalar prinsipiga (2.3.1 - teorema) aso-
san [a, b] ning yuqoridagi barcha kesmalariga tegishli bo‘lgan ¢ nug-
ta mavjud va yagona. Aynan shu ¢ nuqta {x,} ketma-ketlikning
yugori limiti bo‘lishini isbotlaymiz. Buning uchun ¢ nugtaning ix-
tiyoriy e-atrofini qaraymiz. Ravshanki, biror nomerdan boshlab
(yva'ni b, — a, < & bo‘lgan nomerdan boshlab), barcha [a,, b,]
kesmalar ana shu s-atrofda yotadi. Shunday ekan, quyidagi tasdiglar
o‘rinli bo‘ladi:

1) ¢ nugtaning e-atrofida qaralayotgan ketma-ketlikning cheksiz
ko‘p elementlari yotadi;

2) ¢ nuqtani s-atrofining o‘ngida garalayotgan ketma-ketlikning,
oshib borsa, chekli sondagi elementlari yotadi.

Demak, ¢ nuqta {x,} ketma-ketlikning eng katta limit nuqtasi
ekan. Bundan, 2.4.2 - tasdiqqa ko‘ra, ¢ soni ushbu ketma-ketlikning
yugori limiti bo‘lishi kelib chigadi.
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Quyi limitning mavjudligi xuddi shunga o‘xshash ko‘rsatiladi.ll

Isbotlangan teoremaning natijasi sifatida Bol’sano-Veyershtrass
teoremasini klassik ko‘rinishida keltiramiz.

2.4.2 - teorema (B. Bol’sano, K. Veyershtrass.) Har qan-
day chegaralangan ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik agratish mumkin.

Isbot 2.4.1 - teoremadan bevosita kelib chiqadi.

4. Yuqori va quyi limitlarning o‘zaro teng bo‘lishi ketma-ketlik-
ning yaginlashishini anglatadi.

2.4.3 - teorema. Ketma-ketlik fogat va faqat chegaralangan
bo‘lib, uning yuqori limiti quyi limitiga teng bo‘lgandagina yagin-
lashadi.

Isbot. 1) Faraz qilaylik, {z,} ketma-ketlik yaqinlashsin. U hol-
da, birinchidan, 2.1.7 - tasdiqga ko‘ra, bu ketma-ketlik chegaralan-
gan bo‘ladi. Ikkinchidan, yaginlashuvchi ketma-ketlikning istalgan
qismiy ketma-ketligi, ravshanki, ketma-ketlik limitiga yaginlasha-
di. Shuning uchun {x,} ketma-ketlik yagona limit nuqtaga ega
bo‘lib, uning yuqori limiti quyi limitiga teng bo‘ladi.

2) Endi, faraz qilaylik, {z,} chegaralangan bo‘lib, uning yuqori
va quyi limitlari bitta a soniga teng bo‘lsin. Yuqori limit ta’rifiga
ko‘ra, istalgan £ > 0 uchun ¢ nuqta s-atrofining o‘ngida {x,,} ketma-
ketlikning oshib borsa, chekli sondagi elementlari yotishi mumkin.
Endi, quyi limit ta’rifiga ko‘ra, a nugta s- atrofining chapida ham
ketma-ketlikning oshib borsa, chekli sondagi elementlari yotishi mum-
kin. Demak, biror nomerdan boshlab, {x,} ketma-ketlikning barcha
elementlari a nuqtaning s-atrofida yotar ekan. Bu esa {x,} ketma-
ketlikning a soniga yaqinlashishini anglatadi.ll

5. Yuqori va quyi limit xossalarini o‘rganishga o‘tamiz. Avval
quyidagi sodda tasdigdan boshlaymiz.

2.4.3 - tasdiq. Har qanday chegaralangan {x,} ketma-ketlik
wchun quyidagi

lim (—2,) = — lim @, lim (—2,) = — lim @, (2.4.3)
n—=00 n—00 n—00 n—=00

tengliklar o‘rinli.
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Isbot. Ravshanki, {x,,} va {—x,} ketma-ketliklar bir xil sonda-
gi limit nuqtalarga ega. Shuningdek, agar a nuqta {x,} ketma-
ketlikning limit nuqtasi bo‘lsa, —a nuqta {—x,} ketma-ketlikning
limit nuqtasi bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, (2.4.3) tengliklar o‘rinli
ekan.ll

Yugqori va quyi limitlar bilan limitlarga qaraganda ehtiyotlik bi-
lan munosabatda bo‘lish zarur. Masalan, (2.1.14) tenglikka o‘xshash
tenglik yuqori limitlar uchun o‘rinli emas. Haqiqatan, x, = (—1)"
va ¥, = (—1)**! deylik. U holda

lim z, = lim y, = 1,
n—r 00 n—r 00

biroq , + ¥» = 0 va shuning uchun
a3l T Um) =0
Demak, bu misolda
R R A
Umumiy holda ketma-ketliklar yig‘indisining yuqori va quyi li-
mitlari uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli ekanini ko‘rsatish oson:
n— oo n— oo n— oo

va
lim (@n, +y,) > lim 2, + lim yp,.

n—0o0 n—0o0 n—0o0
Keyinchalik bizga quyidagi tasdiq muhim bo‘ladi.
2.4.4 - tasdiq. Agar ixtiyoriy ikki chegaralangan {x,} va {yn}
ketma-ketliklar
Tn <Y, n=123.. (2.4.4)

shartlarni qanoatlantirsa, u holda

lim z, < lm y,, lim 2, < lim y, (2.4.5)
N0 N0 n—00 n—00

tengsizliklar bajariladi.



106 Sonli ketma-ketliklar IT Bob

Boshgacha aytganda, agar ikki chegaralangan ketma-ketlik teng-
sizlik belgisi bilan bog‘langan bo‘lsa, yuqori va quyi limitlar uchun
ham bu tengsizliklar saqlanadi.

Isbot. 1) Faraz qilaylik, a - {x,,} ketma-ketlikning yuqori limiti
va b - {yn} ketma-ketlikning yuqori limiti bo‘lsin. U holda istalgan
£ > 0 uchun b+ £ nugtadan o‘ngda {y,} ketma-ketlikning oshib bor-
sa, chekli sondagi elementlari yotadi. Hagiqatan, aks holda Bol’sano-
Veyershtrass teoremasiga ko‘ra b sonidan katta qismiy limit mavjud
bo‘lar edi.

Demak, biror nomerdan boshlab quyidagi tengsizlik bajariladi:

Shunday ekan, (2.4.4) shartga ko‘ra, biror nomerdan boshlab
quyidagi tengsizlik ham bajariladi:

Demak, bu tengsizlikni {x,} ketma-ketlikning barcha limit nuq-
talari ham qanoatlantiradi va xususan, uning yuqori limiti ham ganoat-
lantiradi, ya’ni

a < b4e.

Bundan, £ > 0 ning ixtiyoriyligini hisobga olsak, a < b tengsizlik
kelib chigadi.

2) Endi quyi limitlar uchun talab gilinayotgan munosabat 2.4.3
- tasdigdan bevosita kelib chiqadi:

— i — lim —_— < Tim — - — i
Aim g, = lim (=yn) < lim (—an) 1im 2.,
ya'ni (2.4.5) ning o‘ng tomonidagi tengsizlik ham o‘rinli ekan.l
6. Yuqoridagi tasdigning tadbiqi sifatida navbatdagi muhim mi-
solni keltiramiz.
2.4.2 - misol. Quyidagi ketma-ketlikni qaraymiz:

en — (1 + %)n (2.4.6)
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Bu ketma-ketlikning yaqinlashishini va u 2.2.2 - misolda o‘rga-

nilgan
= o 2.4.7
*ZH (2.4.7)
k=0

ketma-ketlik bilan bitta limitga ega ekanini ishotlaymiz.
Ma’lumki, Nyuton binomi formulasi quyidagi

(at by Zm_ ik

1
ko‘rinishga ega. Agar bu formulada a = - va b = 1 desak,

1\" <& n! 1
€n<”ﬁ> 2 i

tenglik hosil bo‘ladi.
Bundan n! = (n—k)!- (n—k+ 1)(n —k+2)...(n— 1)n tenglikni
qo‘llab,

en§%<1—%><l—%>~~<l—k;1> (2.4.8)

munosabatni olamiz.
1) (2.4.7) va (2.4.8) tengliklardan

en < Sp, n=1273. (2.4.9)

kelib chigadi.

2) Endi istalgan m nomerni tayinlab, (2.4.8) yig‘indida hadlarini
sonini m ta had qolguncha kamaytiramiz. U holda istalgan n > m
uchun (2.4.8) dan

SUCHICHREEY
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tengsizlikni olamiz.
Demak,

my\m
en > (1 — E) Sm, N> M. (2.4.10)

3) Biz 2.2.2 - misolda {s,} ketma-ketlikning e < 3 soniga yaqin-
lashishini ko‘rsatgan edik. Bundan, albatta, ketma-ketlikning yuqori
limiti ham e soniga tengligi kelib chigadi. Shunday ekan, 2.4.4 - tas-
digni qo‘llab, (2.4.9) dan

lime, < lims, = ¢ (2.4.11)

n— o0 n—ro0

munosabatni olamiz.

Ravshanki, ixtiyoriy tayinlangan m uchun (2.4.10) ning o‘ng
tomoni n — oo da s, ga yaginlashadi. Shuning uchun yana 2.4.4 -
tasdigqa ko‘ra (2.4.10) dan

lime, > sn
n—r 00

kelib chigadi va bundan m — oo da

lime, > e (2.4.12)
n—ro0
tengsizlik hosil bo‘ladi.
Nihoyat,(2.4.11) va (2.4.12) munosabatlarni taqqoslab,

lime, < e < lime, (2.4.13)

n—o0 n—00
tengsizliklarni olamiz.
Albatta, yuqori limit quyi limitdan kichik bo‘la olmaydi. Demak,
(2.4.13) dan ikkala qgismiy limitlar tengligi kelib chiqadi, ya'ni 2.4.3

- teoremaga ko‘ra, e, ketma-ketlik yaqginlashar va uning limiti e soni
bo‘lar ekan.
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§2.5. Koshi kriteriysi

1. Yuqorida qayd qgilganimizdek, berilgan ketma-ketlikning yaqin-
lashish yoki yaqinlashmasligini aniqglash ketma-ketliklar nazariyasi-
ning eng muhim masalalaridan biridir. Bu masalaning qanchalik mu-
rakkabligini ko‘z oldimizga keltirish magsadida quyidagi ikki savolga
javob berishga urinib ko‘raylik:

1) {z,} ketma-ketlik berilgan a soniga yaqinlashadimi?

2) {x,} ketma-ketlik yaginlashadimi?

Bir garashda, bu ikki savol bir-biridan deyarli farq qilmaydi,
biroq ular orasidagi farq javob qidirishni boshlashimiz bilan ko‘zga
vaqqol tashlanadi.

Birinchi savolga javob berish uchun z, ketma-ketlikdan beril-
gan g sonni ayirib, {x,, — a} ketma-ketlikning nolga intilishini tek-
shirishimiz kerak. Agar u nolga intilsa, savolga javob ijobiy, bordi-yu
intilmasa, javob salbiy bo‘ladi.

Ikkinchi savolga javob berish uchun esa har bir haqiqiy a sonni
olib, {2, — a} ketma-ketlikni nolga intilishini tekshirishimiz kerak.
Agar u nolga yaqinlashmasa, haqiqiy sonlarni tanlashni toki {x,}
ketma-ketlik yaginlashadigan sonni topgunga gadar davom ettirish
kerak. Bordi-yu barcha haqiqiy sonlarni tekshirib ko‘rganimizda ham
{xn} ketma-ketlik yaqinlashadigan son topilmasa, bu ketma-ketlik
uzogqlashuvchi bo‘ladi.

Albatta, hech kim bu usulda ketma-ketlik yaqinlashishini tek-
shirmaydi. Buning sababi shundaki, fransuz matematigi Ogyusten
Koshi ketma-ketlikning limiti bo‘lishi mumkin bo‘lgan sonni hil-
masdan turib, ketma-ketlikning yaqinlashishini aniglash usulini to-
pishga muyassar bo‘lgan. Gap shundaki, har qanday yaqinlashuv-
chi ketma-ketlikning hadlari <zichlashishi> zarur, ya’ni uning el-
ementlari bir-biri atrofida to‘planishi kerak. Qizig‘i shundaki, bu
tasdigning teskarisi ham o‘rinli ekan, ya’'ni agar ketma-ketlik had-
lari "zichlashsa" u yaginlashar ekan.

lmiy adabiyotda biror hodisa ro‘y berishining zaruriy va yetarli
alomati kriteriy (yunoncha kriterion - qat’iy qaror degani) deyiladi.
Shuning uchun O.Koshi topgan yaqinlashish alomatini kriteriy deb
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ham atashadi.

Albatta, ketma-ketlikning yaqinlashishini ta‘minlaydigan bir qan-
cha shartlar mavjud. Bulardan biri yuqorida ko‘rsatilganidek mono-
tonlik va chegaralanganlik shartidir. Ammo bunday shartlar zaruriy
bo‘lmasdan, faqat yetarlidir. Shu sababli ular kriteriy bo‘la olmaydi.

2. Koshi kriteriysini keltirishdan avval Koshi ketma-ketligi tu-
shunchasini kiritamiz.

Ta’rif. {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar istalgan £ > 0
olganda ham shunday nomer N = N(g) topilsaki, barcha n > N va
m > N lar uchun

|Xn — Xpm| < £ (2.5.1)

tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik Koshi ketma-ketligi deb
ataladi.

Eslatma. Matematik adabiyotda Koshi ketma-ketligi ba’zan fun-
damental ketma-ketlik ham deyiladi.

2.5.1 - tasdiq. Har ganday Koshi ketma-ketligi chegaralangandir.

Isbot. Faraz qilaylik, {z, } - Koshi ketma-ketligi bo‘lsin. U holda
istalgan £ > 0 olinganda ham shunday nomer N = N(g) topiladiki,
u uchun (2.5.1) shart bajariladi. Agar bu shartda m = N desak,
n > N lar uchun

|| < lon|+e, n>N (2.5.2)

tengsizlikni olamiz.

Demak, agar M = max{ |xi|, |2x2|, ..., |zn=1], |zn| +2 }
deb belgilasak, barcha n € N nomerlarda quyidagi tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi:

|xn| <M, néeN.

Bu esa {x,} ketma-ketligining chegaralanganligini anglatadi.l

2.5.2 - tasdiq. Har ganday yaginlashuvchi ketma-ketlik Koshi
ketma-ketligidir.

Isbot. Shartga ko‘ra {z,} yaqinlashuvchi ketma-ketlik bo‘lib,
a soni uning limiti bo‘lsin. U holda istalgan ¢ > 0 olinganda ham
shunday nomer N = N(¢) topiladiki, u uchun

|, —al <&, n>N, (2.5.3)
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Shuning uchun agar gandaydir boshqa nomer m ham m > N
shartni qanoatlantirsa,

|Xm —al <e, m >N, (2.5.4)

tengsizlik bajariladi.
(2.5.3) va (2.5.4) tengsizliklardan

| — x| <22, n>N, m>N

kelib chigadi va demak, £ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra {x,} - Koshi
ketma-ketligi ekan.ll

3. 2.5.2 - tasdiqqa teskari bo‘lgan tasdiq, ya’ni har qanday Koshi
ketma-ketligining yaginlashuvchi ekanligi haqiqiy sonlar nazariyasi-
dagi eng ajoyib natijadir.

2.5.1 - teorema (Koshi kriteriysi). Ketma-ketlik yaqinlashuv-
chi bo‘lisht uchun uning Koshi ketma-ketligi bo‘lisht zarur va yetarli.

Isbot. 1) Zarurligi 2.5.2 - tasdiqda isbotlandi.

2) Yetarliligi. Har qanday {z, } Koshi ketma-ketligi yaqinlashuv-
chi bo‘lishini isbotlaymiz. Ta’rifga ko‘ra, istalgan £ > 0 olinganda
ham shunday nomer N = N({(g) topiladiki, u uchun (2.5.1) shart ba-
jariladi. 2.5.1 - tasdiqqa asosan esa {x,, } ketma-ketlik chegaralangan
va shuning uchun 2.4.1 - teoremaga ko‘ra u yuqori @ va quyi g limit-
larga ega. Ikkita {x,, } va {xm,, } qismiy ketma-ketliklarni shunday
tanlab olamizki,

Xy, — Ty, Ty, — & (2.5.5)

munosabatlar o‘rinli bo‘lsin.
Endi (2.5.1) da n = ng va m = my deb olib, k ni cheksizlikka
intiltirsak, (2.5.5) ga ko‘ra

|ad—al <e

tengsizlik kelib chigadi.

Bundan, € > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra, @ = a tenglikni olamiz.
Demak, 2.4.3 - teoremaga asosan {x,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi
ekan.ll
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4. Navbatdagi misol Koshi kriteriysining imkoniyatlarini namo-
yish qiladi.
2.5.1 - misol. Quyidagi

n

R N =1 2.5.
(7’L+1)27 nec s Z1 s ( 56)

Tntl = Tn +
rekurrent formula orqali aniglangan {x,} ketma-ketlikni qaraylik,
bu yerda {6,} - elementlari faqat ikki: + 1 yoki — 1 gqiymatni qabul
qiladigan ketma-ketlik. Masalan, 6,, = (—1)" yoki 6,, = (—1)V" bu
yerda |x] simvoli odatdagidek x sonining butun gismini anglatadi.

Bunday aniglangan {x,,} ketma-ketlikning yaqinlashishini ishot-
laymiz. Bu ketma-ketlik, umuman aytganda, monoton bo‘lmaganligi
uchun biz monoton ketma-ketliklar uchun o‘rinli bo‘lgan natijalar-
dan foydalana olmaymiz. Shu sababli Koshi kriteriysini qo‘llaymiz.

Agar m > n desak, u holda, ravshanki,

mm—mn+(n+1)2 (n+2)2Jr Lt
Shuning uchun,
1 1 1
— < cee e —. 2.5.7

Endi quyidagi
1 1 1 1

< N —
(n+1)2 nn+1) n n+l

munosabatni (2.5.7) ning o‘ng tomonidagi har bir hadga qo‘llasak,

|tm—2n| < 1 L + L ! 44 ! L
e n n+1 n+1 n+2 m—1 m

tengsizlikni olamiz.
Qavslarni ochib, mos hadlarni gisqartirsak,

1 1
| — xp| < —— —
nm



§2.5. Koshi kriteriysi 113

hosil ho‘ladi.
Demak,

1
| T — | < - m > n. (2.5.8)

Bu tengsizlikdan {z,} ning Koshi ketma-ketligi ekanligi bevosita
kelib chigadi. Shunday ekan, bu ketma-ketlik yaqinlashuvchidir.

§ 2.6. Chegaralanmagan ketma-ketliklar

Hozirgacha biz faqat chegaralangan ketma-ketliklarni o‘rgandik.
Biroq ko‘pgina masalalarni yechayotganda chegaralanmagan ketma-
ketliklarga ham duch kelamiz. Mantigan chegaralanmagan ketma-
ketlik — bu chegaralangan bo‘lmagan ketma-ketlik bo‘lishi kerak-
ligidan quyidagi ta’rifni olamiz.

Ta’rif. Agar istalgan haqiqiy A soni uchun {x,} ketma-ketlikning
kamida bitta x,, elementi topilsaki, u uchun

2, > A (2.6.1)

tengsizlik bajarilsa, bu ketma-ketlikko chegaralanmagan deyilads.
Ravshanki, har ganday ketma-ketlik yoki chegaralangan yoki
chegaralanmagan ho‘ladi.
2.6.1 - misol. z,, = n{~Y" ketma-ketlikni olib, uning bir nechta
boshlang‘ich hadlarini yozaylik:

1
L6, =, ...

17 27 747_
)

1
3

Bu ketma-ketlikning chegaralanmaganligi aniq. Shu bilan bir-
ga, uning toq nomerli {x2,_1} hadlari tashkil gilgan qismiy ketma-
ketligi cheksiz kichikdir:

\t—‘
el =
ol =
=
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Eslatma. 1.6.1 - teoremaga asosan elementlari barcha ratsio-
nal sonlardan iborat bo‘lgan {r,} ketma-ketlik mavjud. Boshqacha
aytganda, bu ketma-ketlik quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

(i) har bir r, - ratsional son,

(ii) har bir ratsional son biror r,, bilan ustma-ust tushadi,

(iii) agar n # m bo‘lsa, r, # rp, bo‘ladi.

Anigki, bu ketma-ketlik chegaralanmagan va qizig‘i shundaki,
uning limit nuqgtalari R sonlar o‘qi bilan ustma-ust tushadi.

Chegaralanmagan ketma-ketliklar ichida eng ahamiyatlisi chek-
siz katta ketma-ketliklardir.

Ta’rif. Agar istalgan hagiqiy A soni uchun shunday N = N(A)
nomer topilsaki, barcha n > N larda {x,} ketma-ketlikning hadlari

|zn] > A, n>N, (2.6.2)

tengsizlikni ganoatlantirsa, bu ketma-ketlikka cheksiz katta deyila-
di.

Quyidagi tasdigqga asosan cheksiz katta ketma-ketliklarni o‘rga-
nishni, ma’lum ma’noda, cheksiz kichik ketma-ketliklarni o‘rganishga
olib kelish mumkin.

2.6.1 - teorema. Agar {x,} ketma-ketlik cheksiz katta bo‘lsa,

biror nomerdan boshlab N ketma-ketlik aniglangan bo ‘lib, u chek-

Tn
siz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
Isbot. Shartga ko‘ra {x,,} - cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsin. U

1
holda istalgan £ > 0 uchun (2.6.2) da A = - desak, biror N = N(¢)
nomerdan boshlab,

1
|xn| > = n >N,

baho o‘rinli bo‘ladi.
Demak, n > N(g) larda {x,} ketma-ketlik elementlari noldan
fargli bo‘lib,
1

— < e, mn=>N, (2.6.3)
||
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1
shartni qanoatlantiradi. (2.6.3) tengsizlik esa {w_} cheksiz kichik
n

ketma-ketlik ekanini anglatadi.ll

Teskari tasdiq o‘rinli bo‘lishi uchun biz "ketma-ketlikning ele-
mentlari noldan fargli bo‘lsin"degan tabiiy qo‘shimcha shartni talab
qilishimiz zarur.

2.6.2 - teorema. Agar {x,} ketma-ketlik cheksiz kichik bolib,
biror nomerdan boshlab xpn, # 0 shart bajarilsa, u holda shu nomer-

1
dan boshlab {m—} ketma-ketlik oniqlangan bo‘lib, w cheksiz katta
bo“ladi. .
Isbot. Shartga ko‘ra {z,} cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lsin.
Bundan chiqdi, istalgan ¢ > 0 uchun shunday N nomer topiladiki,

n > N larda
|z, < e (2.6.4)
tengsizlik bajariladi.
Yana shartga ko‘ra kerak bo‘lsa N nomerni kattaroq olib, biz

n > N larda z, # 0 shart bajariladi deb hisoblashimiz mumkin.
Agar A avvaldan berilgan ixtiyoriy musbat son bo‘lsa, (2.6.4) da

1
=7 deb, n > N = N(A) lar uchun

oal <

m JE—

" A

tengsizlikni olamiz. Uni quyidagi ko‘rinishda qayta yozishimiz mumkin:
1
— > A, n>N.
|20

Tn

1
Bu tengsizlik esa {—} cheksiz katta ketma-ketlik ekanini

anglatadi.ll
Cheksiz katta ketma-ketlikka misol sifatida x,, = (—1)"n ketma-
ketlikni, ya'ni
—1,2, =3, 4, —5, ...

ketma-ketlikni olish mumkin.
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E’tibor bering, bu ketma-ketlikning hadlari cheksiz marta ishora-
sini o‘zgartiryapti. Elementlari chekli sonda ishorasini o‘zgartira-
digan cheksiz katta ketma-ketliklar alohida sinfni tashkil qiladi. Bun-
day ketma-ketliklarni, o‘z navbatida, ikki sinfga ajratish mumkin:

birinchi sinfga biror nomerdan boshlab barcha elementlari mus-
bat bo‘lgan cheksiz katta ketma-ketliklarni kiritamiz;

ikkinchi sinfga esa biror nomerdan boshlab barcha elementlari
manfiy bo‘lgan cheksiz katta ketma-ketliklarni kiritamiz.

Ta’rif. Agar istalgan hagiqiy A soni uchun shunday N = N(A)
nomer topilsaki, {x,} ketma-ketlikning elementlari n > N larda

T > A (2.6.3)

tengsizlikni ganoatlantirsa, bu ketma-ketlikka +oo ka intiluvchi
deyiladsi.
Bunda quyidagicha yoziladi:

lim %, = +oc.
n—o0
Bunday ketma-ketlikka eng sodda misol sifatida x,, = n ketma-
ketlikni olish mumkin.
Ta’rif. Agar istalgan hagiqiy A soni uchun shunday N = N(A)
nomer topilsaki, {x,} ketma-ketlikning elementlari n > N larda

o < A (2.6.4)

tengsizlikni qanoatlantirsa, bu ketma-ketlikka —oco ka intiluvchi
deyiladsi.
Bunda quyidagicha yoziladi:

lim %, = —c0c.
n—o0
Bunday ketma-ketlikka eng sodda misol sifatida x, = —n ketma-

ketlikni olish mumkin.
Yuqoridagi ta’riflar gqismiy limit tushunchasini kengaytirib, ular
safiga +00 va —oo simvollarni qo‘shishga imkon beradi.
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Ta’rvif. Agar {xn} ketma-ketlikdan +oo ka intiluvchi, ya’ni
lim 2, = +oo
k—o0

bo‘lgan {xy, } qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, bu ketma-
ketlik uchun +oo yuqori limit deyiladi.
Bunda quyidagicha yoziladi:
lim Ty = +00.
n—o0
Masalan, x, = (—1)"n ketma-ketlik uchun +oo yuqori limit
bo‘ladi.
Ravshanki, ketma-ketlikning yuqori limiti fagat va fagat u yuqori-
dan chegaralanmaganda +oco ga teng bo‘ladi.
Ta’rvif. Agar {x,} ketma-ketlikdan —oo ka intiluvchi, ya’ni
lim 2, = —oc0
k—o0
bo‘lgan {xy, } qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, bu ketma-
ketlik uchun —oo quyi limit deyilads.
Bunda quyidagicha yoziladi
lim z, = —oo0.
n—o0
Masalan, x,, = (—1)"n ketma-ketlik uchun —oo quyi limit bo‘ladi.
Ravshanki, ketma-ketlikning quyi limiti fagat va fagat u quyidan
chegaralanmaganda —co ga teng bo‘ladi.
Yuqorida keltirilgan ta’riflarga asoslanib, biz har ganday son-
li ketma-ketlik uchun yuqori va quyi limitlar mavjud deyishimiz
mumkin. Bu limitlar orasidagi munosabatni formal ravishda quyida-
gicha ifodalasa bo‘ladi:

—o0 < lim, < limaz, < +oo.
n—00 n—+0

Eslatma. Aniqgki, agar {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lib

uzoqlashsa, yuqoridagi munosabatda barcha qat’iy bo‘lmagan teng-
sizliklar belgisi qat’iy tengsizliklar belgisiga o‘zgaradi.
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§ 2.7. Kompakt to‘plamlar

1. Ushbu paragrafda biz ketma-ketliklarni emas, balki ixtiyoriy
FE C R to'‘plamlarni o‘rganamiz.

Ta’rif. Agar a € R nugtaning istalgan s-atrofida ¥ C R to‘plam-
ning cheksiz ko‘p nugtasi bo‘lsa, a nuqtoni E to‘plamning limit
nugtasi deymiz.

2.7.1 - tasdiq. Berilgan a € R nuqte £ C R to‘plamning limit
nuqtast bo‘lishi uchun quyidogi:

(i) zn € E;

(i) @n # a;

(iii) n — oo da x, — a,
shartlarni qanoatlantiruvchi {x,} ketma-ketlikning mavjud bo‘lishi
zarur va yetarl.

Isbot xuddi 2.4.1 va 2.4.2 - tasdiglar isbotiga o‘xshash olib bo-
riladi.

1) Zarurligi. Berilgan a nuqta E to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
Bundan chiqdi, istalgan £ > 0 olganda ham shunday r € E nuqta
topiladiki, u uchun

0<|zr—al<e¢ (2.7.1)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
(2.7.1) dagi tengsizliklarning o‘ng tomondagisi # nuqta a nuqta-

ning e-atrofida yotishini, chap tomonidagisi esa  nuqta a nuqgtadan
1 1 1

57 g, ooy E, .o
1
qiymatlarni beraylik. Tanlangan har bir ¢ = - uchun, (2.7.1) ga

farqli ekanini anglatadi. Endi ¢ ga ketma-ket 1,

ko‘ra, shunday x,, € I nugta topiladiki, u

1

shartni qanoatlantiradi.

Ravshanki, bunday tanlangan {z,} ketma-ketlik uchun (i)-(iii)
shartlar bajariladi.

2) Yetarliligi. Endi (i)-(iii) shartlarni qanoatlantiruvchi {x,}
ketma-ketlik mavjud bo‘lsin deylik. U holda @ nuqta ¥ to‘plamning
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limit nuqtasi ekanini ko‘rsatamiz. Istalgan ¢ > 0 ni tayinlaymiz.
(i) - shartga ko‘ra biror nomerdan boshlab, {x,} ketma-ketlikning
barcha elementlari ¢ nugtaning s-atrofida yotadi, ya’ni ¢ nuqtaning
istalgan s-atrofida F to‘plamning cheksiz ko‘p elementlari yotadi.
Bu esa a nuqta F to‘plamning limit nuqtasi ekanini anglatadi.ll

Berilgan F to‘plamning barcha limit nuqgtalari to‘plami hosilaviy
to‘plam deyiladi va E’ simvoli orqali belgilanadi.

Shunga e’tibor qarataylikki, ¥ to‘plamning limit nuqtalari £
to‘plamga tegishli bo‘lishi ham, tegishli bo‘lmasligi ham mumkin.
Masalan, agar F = (0,1) bo‘lsa, E' = [0, 1] bo‘ladi. Demak, (0, 1)
intervalning barcha nuqtalari limit nugtalar bo‘lib, ular £ ga te-
gishlidir; ikki chegaraviy 0 va 1 nugtalar esa limit nuqta bo‘lishiga
garamasdan F ga tegishli emas.

Bu misolda E to‘plamning barcha nugtalari limit nugtalar bo‘lib
chigdi. Lekin doim ham bunday bo‘lavermaydi. Masalan, agar m
natural son bo‘lsa, barcha — ko‘rinishdagi sonlardan tashkil top-
gan F to‘plam yagona a :m() limit nuqtaga ega va bu nuqta F
to‘plamga tegishli emas. Ushbu to‘plamning hech bir nuqtasi limit
nuqta bo‘lmaydi, chunki bu nugtalarning har bhiri shunday atrofga
egaki, unda F to‘plamning bu nugtadan boshqga elementi yo‘q.

Berilgan F to‘plamning limit nuqgtasi bo‘lmagan elementlari yak-
kalangan nugtalar deyiladi. Binobarin, oxirgi o‘rganilgan misolda £
to‘plamning bharcha nuqtalari yakkalangan ekan.

Ta’rif. Barcha limit nuqgtolari o‘ziga tegishli bo‘lgan to‘plam
yopiq to‘plam deyiladi.

Shunday qilib, agar E' C E bo‘lsa, E yopiq bo‘lar ekan. Limit
nuqtalar to‘plami £ doimo yopiq bo‘lishini ko‘rsatish oson.

FE U FE' to‘'plam E to‘plamning yopilmasi deyiladi va E simvol
orqali belgilanadi. F to‘plam E ni o‘z ichiga olgan eng kichik yopiq
to‘plam ekanini ko‘rsatish qiyin emas.

2. Zamonaviy matematik tahlilda muhim o‘rin tutgan yana bir
tushunchani kiritamiz.

Ta’rif. Agar E C R to‘plamga tegishli bo‘lgan har ganday
T, € E nugtalar ketma-ketligidan yaginlashuvchi hamda limiti ham
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E ga tegishli bo‘lgan qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, bu
to‘plam kompakt to‘plam deyiladi.

Navbatdagi teorema haqiqiy sonlarning kompakt to‘plamlari tav-
sifini beradi.

2.7.1 - teorema. Berilgan E C R to‘plam kompakt bo‘lishi
wchun uning yopiq va chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. 1) Zarurligi. Faraz qilaylik, E to‘plam kompakt bo‘lsin.
Uning yopiq va chegaralangan ekanini isbotlaymiz.

Aytaylik, @ nugta F to‘plamning ixtiyoriy limit nuqtasi bo‘lsin.
U holda 2.7.1 - tasdiqning (i)-(iii) shartlarini qanoatlantiruvchi {zy, }
ketma-ketlik mavjud bo‘ladi, ya’'ni x, € E bo‘lib, x,, — a bo‘ladi.
Bundan kompakt to‘plam ta’rifiga ko‘ra, a € F kelib chigadi. De-
mak, K to‘plam o‘zining barcha limit nuqtalarini o‘z ichiga olar
ekan. Bu esa ta’rifga ko‘ra E ning yopiq to‘plam ekanini anglatadi.

Endi E chegaralanmagan to‘plam deb faraz qilaylik. U holda
xn € IV bo‘lgan cheksiz katta ketma-ketlik mavjud bo‘lib, ravshan-
ki, bu ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratib
bo‘lmaydi. Bu esa F to‘plamning kompaktligiga ziddir. Demak, £
chegaralangan to‘plam ekan.

2) Yetarliligi. Endi F yopiq va chegaralangan bo‘lsin. Uning
kompakt bo‘lishini isbotlaymiz.

E to‘plam nuqtalaridan tuzilgan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikni
olaylik. Bu ketma-ketlik chegaralanganligi uchun Bol’sano-Veyersht-
rass (2.4.2 - teorema) teoremasiga asosan, undan biror ¢ soniga
yaginlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Endi a € I
ekanini ko‘rsatish yetarli.

Ikki holni gqaraymiz.

9 {xn} ketma-ketlik aqalli bitta a ga teng bo‘lgan elementga
ega. Bu holda barcha x,, € E bo‘lgani sababli « € E bo‘ladi.

B) {x,} ketma-ketlikning barcha elementlari a dan farqli. Bu
holda a nugta F to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi va F yopiq bo‘lgani
sababli yana a € I/ bo‘ladi.

Shunday qilib har ikkala holda ham a € £ ekan.l

Quyidagi uchta to‘plam kompakt to‘plamga misol bo‘ladi:

1) Chekli sondagi elementga ega bo‘lgan to‘plam. Bu to‘plam
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chegaralangan va birorta ham limit nuqtaga ega emas va, shuning

uchun, u yopiq (bu to‘plamning barcha nuqtalari yakkalangan);

1 1 1
2)0, 1, 3 nuqtalardan iborat to‘plam (bu to‘plam

fagat bitta a = 0 limit nuqtaga ega va biz uni to‘plam elementlariga,
qo‘shib qo‘ydik; uning boshqa barcha nuqtalari yakkalangan);

3) |a, b] kesma.

Lekin (a, b) interval kompakt emas, chunki u chegaralangan
bo‘lishiga qaramasdan yopiq to‘plam emas. Yarim to‘g‘ri chiziq [0, +00)
ham kompakt emas, chunki u yopiq ho‘lishiga qaramasdan, chegar-
alangan to‘plam emas.

Zamonaviy matematik tahlilda kompakt to‘plamlar xossalaridan
juda keng foydalaniladi.

§ 2.8. Misollar

1 - misol. Agar z,, > 0 ketma-ketlik uchun biror n nomerdan

boshlab
Tn+1

<qg <1

Tn
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, lim x, = 0 ekanini ishotlang.
n—r o0

Kofrsatma. Ushbu 0 < x, < ¢ ¢" tengsizlikdan foydalaning.

2 - misol. Tenglikni ishotlang:
1 n
lim—< n ) ~0, (a>0).
n—oon! \ e+ a
Ko‘rsatma. Quyidagi

1 n
<1+—> <e
n

tengsizlikdan foydalanib, berilgan ketma-ketlik hadlarining avvalgi
misol shartini ganoatlantirishini ko‘rsating.
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3 - misol. Tenglikni isbotlang:

n

lim =0 (a > 0).

n—oo 1!
Ko‘rsatma. Quyidagi z, = a™/n! belgilashni kiritib,

= <g<l1
Ln n—+1 1

tengsizlikdan foydalaning.
4 - misol. Agar a > 1 bo‘lsa, istalgan natural r soni uchun
lim = =0 (2.8.1)

ekanini ishotlang.
Ko‘rsatma. Agar x,, = n”/a" desak, biror n nomerdan boshlab

1 1y
mM1—0+ﬁ><q<1

Tn a

tengsizlik bajarilishini ko‘rsating.

5 - misol. Koshi kriteriysidan foydalanib,

ity (2.8.2)
In = 2 3 n o

ketma-ketlikning uzoqlashishini isbotlang.
Kofrsatma. Biror nomerdan boshlab quyidagi tengsizlik baja-
rilishini ko‘rsating:
Top — Ly > 5

6 - misol. Istalgan musbat sonlar ketma-ketligi {a}?° ; uchun

— a1+ a §
Tim Ci—iﬂ> > e (2.8.3)
k—o0 ag
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tengsizlikni ishotlang.
Ko‘rsatma. Agar (2.8.3) tengsizlikning teskarisini bajariladi
deb faraz qilsak, ya'ni

<a1 + ap41 > k
m ~—* 7 <
k
desak, biror N nomerdan boshlab
<a1 + Gpt1 > ¥
~ T/ <1, k>N,
k+1
k
bo‘ladi. Bundan chiqdi, shu nomerdan boshlab,

aj + a4 k+1
<
ap k

tengsizlik bajariladi, ya’ni

a1 G k1

k+1 k k+1

bo‘ladi. Bu tengsizlik yordamida (2.8.2) ketma-ketlik yaqinlashadi
degan ziddiyatga keling.

Eslatma. Agar istalgan £ > 0 uchun
a1 =¢, ar=%k, k=23, ..

ketma-ketlikni aniglasak, ravshanki,

k k
1
i (%) ~ lim <1+ +€> e
k—o0 A k—o0 k
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bo‘ladi. Bundan (2.8.3) tengsizlikda qat’iy tengsizlik belgisini qo‘yish
mumkin emasligi kelib chigadi.

7 - misol. Agar

bo‘lsa, ushbu
inf{x,}, sup{x,}, lim z,, lim x,
n—00 n—=00

kattaliklarni toping.
Kofrsatma. Quyidagi limitlardan foydalaning:

lim 24, = 0, lim 24542 = e.
k—o0 k—o0

8 - misol. Koshi kriteriysidan foydalanib,

1 1 1
4 — 4 = 4<
T, +3&+5&+ +(2n—1)&’a_ ,
ketma-ketlikni yaqginlashishga tekshiring.
Kofrsatma. Biror nomerdan boshlab quyidagi tengsizlik baja-
rilishini ko‘rsating:

Top — Ly > Z

9 - misol. Koshi kriteriysidan foydalanib,

1 1 1
14— =4 f—qg>2
Tn +3&+5&+ +(2n—1)&’ a >

ketma-ketlikni yaqginlashishga tekshiring.

Ko‘rsatma. Quyidagi munosabatdan foydalaning:

1 - 1 1 1
2n+1e " 2n+12n 2n 2n+1°




§2.8. Misollar 125

10 - misol. Agar ay > ax > a3 > -~ >a, > ---vaa; >0
bo‘lsa,
Tn=a1tas+ - +ap

ketma-ketlik, faqat va faqat
Yo = a1 + 200 + -+ AL (2.8.4)

ketma-ketlik yaginlashganda, yaqinlashishini ko‘rsating.
Ko‘rsatma. Quyidagi

1
3 n <xgn < Yn
tengsizlikni ishotlang.

11 - misol. 10 - misoldan foydalanib,

1 1
=1ttt p>1
ketma-ketlikni yaqginlashishga tekshiring.
Ko‘rsatma. Bu holda (2.8.4) ketma-ketlik maxraji birdan kichik
bo‘lgan geometrik progressiyani n ta hadining yig‘indisi bo‘lishini
ko‘rsating.
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§ 3.1. Funksiyaning limit qiymati

1. Ushbu bobda funksiyva deganda hiz ¥ C R to‘plamni R
sonlar o‘giga akslantirishni tushunamiz. Bunday funksiyalar sonli
funksiyalar ham deyiladi. Shunday qilib, agar f funksiya bo‘lsa, u
biror £ C R to‘plamdan olingan har bir haqiqiy « songa haqiqiy
f(x) sonni mos qo‘yadi. Bunda F to‘plam f funksiyaning aniglanish
sohasi deyiladi va ba’zan D(f) simvol orqali belgilanadi. Biz yana
[ E — R kabi belgilashdan ham foydalanamiz.

Bir xil aniglanish sohasiga ega bo‘lgan ikki f va g funksiyalar-
ning yig‘indisi f + g, ayirmasi f — g va ko‘paytmasi f - g tabiiy
ravishda aniqlanadi:

(f +9)@) = f(x) +g(@), (f —g)x) = flx) —g(x),
(f- ) (@) = f(x) - g(@).

Biz, aslida, f va g funksiyalar turli aniglanish sohaga ega bo‘lganda
ham, ya'ni D(f) # D(g) bo‘lganda ham, ularning yig‘indisi, ayir-
masi va ko'paytmalarini aniglashimiz mumkin. Bunda biz f + ¢
yig'indi, f — g ayirma va f - g ko‘paytmalarni ikki aniqlanish so-
halarning kesishmasi D(f) N D(g) da aniglangan deb hisoblaymiz.

3.1.1 - misol. Agar n manfiy bo‘lmagan butun son va
ag, @1, ..., ap biror o‘zgarmas sonlar bo‘lsa, quyidagi

f(x) = apx™ + a2 Faga™ b a1 an

ko‘rinishda aniqlangan funksiyaga ko ‘phad deyiladi.
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Ravshanki, f ko‘phadning aniqlanish sohasi sonlar o‘qidir, ya’ni
D(f) = R = (—00, o0).

Agar ap # 0 bo‘lsa, n soniga ko‘phadning darajasi deyiladi.
ag, a1, -.., @y sonlar ko‘phadning koeffitsientlari deyiladi, bunda ag
soni bosh koeffitsient deb ham ataladi.

0-darajali ko‘phad o‘zgarmas funksiya deyiladi:

f(x)y=¢, ¢=const.
1-darajali ko‘phad chiziqli funksiya deyiladi:
flx) =kx+0b, k#0.
2-darajali ko‘phad kvadratik funksiya deyiladi:
flx) =ax? +bx+c, a#0.

3.1.1 - tasdiq. Agar [ va g ko‘phadlar bo‘lsa, f+g, f — g va
[ - g funksiyalar ham ko‘phad bo‘ladsi.

Isbot o‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdi. Aslida, ko‘phadni yuqorida
kiritilgan uch arifmetik amallarni o‘zgarmas va f(x) = funksiya-
larga chekli marta qo‘llash natijasida hosil bo‘lgan funksiya, deb
ham ta’riflash mumkin edi. Shu ma’noda 3.1.1 - tasdiq ko‘phadning
ta’rifi bilan deyarli bir xildir.

2. Agar g funksiyaning aniglanish sohasidagi barcha 2 lar uchun

g(x) # 0 shart bajarilsa, ikki f va g funksiyalarning g nisbati
f flx
(L) - L
9 g9()

Xuddi yuqoridagidek biz / nisbatni f va g funksiyalar turli

quyidagi

tenglik orqali aniglanadi.

aniglanish sohalarga ega bo‘lganda ham aniglashimiz mumkin, fagat
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bunda biz doim nishatning aniglanish sohasi deb ikki f va g funksiya-
lar aniglanish sohalari kesishmasidan g funksiyaning nollari chigarib
tashlangan to‘plamni olamiz:

D (g) — D()N D)\ o : gla) = 0).

3.1.2 - misol. Agar P va @ lar ko‘phadlar bo‘lib, Q(x) # 0
bo‘lsa (yva'ni @ - nolga teng nolinchi darajali ko‘phad bo‘lmasa),
quyidagi

funksiyaga ratsional funksiya deb ataladi.
P
Ravshanki, f = — ratsional funksiyaning aniqlanish sohasi son-

lar o‘qidan maxrajning nollarini chigarib tashlangan to‘plamga teng:
D(f) = R\ {z: Q(z) = 0}.

Xususan, maxrajni Q(x) = 1 deb hisoblab, har qanday ko‘phadni
ratsional funksiya deb qarashimiz mumkin.
3.1.2 - tasdiq. Agar [ wva g ratsional funksiyalar bo‘lsa, f+ g,

f—g, [ gwva g ( g(x) # 0 bo‘lganda) funksiyalar ham ratsional

Sfunksiyalar bo‘ladi.

Isbot ratsional funksiyaning ta'rifidan bevosita kelib chigadi.
E’tibor bering, har bir ratsional funksiyani o‘zgarmas va f(x) = x
funksiyalarga yuqoridagi to‘rtta (qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va
bo‘lish) arifmetik amallarni chekli marta qo‘llash natijasi deyish
mumkin. Shu ma’noda 3.1.2 - tasdiq ratsional funksiyaning ta’rifi
bilan deyarli bir xildir.

Funksiya o‘z aniglanish sohasining turli gismlarida turli formu-
lalar orgali berilishi ham mumkin.
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3.1.3 - misol. Signum funksiyasi quyidagicha aniqlanadi:
—1, agar z < 0 bo‘lsa,
sign x = 0, agar x =0 bo'lsa,
1, agar xz > 0 bo‘lsa.

»

¥y

y=sign(x)

3.1-rasm

Bu funksiyaning aniglanish sohasi sonlar o‘qidir. Istalgan x € R
uchun quyidagi ikki tenglikning o‘rinli ekanini oddiy hisoblashlar
orgali ko‘rsatish mumkin:

x-signe = |x|, |r|-signz = 2, x€R.

Navbatdagi misolda funksiyalarning umuman antiga ko‘rinishga
ega bo‘lishini ko‘rishimiz mumkin.
3.1.4 - misol. Dirizle funksiyasi quyidagicha aniqlanadi:

D) — 1, agar x ratsional bo‘lsa,
0, agar x irratsional bo‘lsa.

Bu funksiyaning ham aniglanish sohasi sonlar o‘qidir, ya’ni R.

3. Funksiyalarni o‘rganishda ularning grafigi (ya'ni koordina-
talar tekisligining funksiya bilan bog‘liq bo‘lgan muayyan qismiy
to‘plami) muhim rol o‘ynaydi.

Eslatib o‘taylik, agar € R va y € R bo‘lsa, R? koordinatalar
tekisligi deganda biz barcha tartiblangan (x,y) juftliklar to‘plamini
tushunar edik. Tartiblangan (x,y) juftlikni tekislikning nuqtasi,
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va ¢ sonlarni esa uning koordinatalari deb ham atashadi. Birinchi
koordinatani odatda abssissa va ikkinchisini esa — ordinata deyiladi.

[ E — R funksiyaning grafigi deb quyidagi:

L(f) = {(z, f(x)) eR?, 2e b}

ko‘rinishda aniglangan T'( f) C R? to‘plamga aytiladi.

Boshgacha aytganda, f funksiyaning grafigi — bu koordinata-
lari y = f(x) munosabat bilan bog‘langan barcha (x,y) juftliklar
to‘plamidir.

Odatda funksiya grafigini doskada tasvirlaganda, abssissalar o‘qi-
ni gorizontal ravishda chizib, mushat abssissalik nugtalar manfiy
abssissalik nuqtalardan o‘ngda joylashtiriladi, ordinatalar o‘qini esa
vertikal ravishda chizib, musbat ordinatalik nuqtalar manfiy ordi-
natalik nugtalardan yuqorida joylashtiriladi.

Bunday tanlashda funksiyalarning grafigi odatda silliq egri chi-
ziglardan iborat bo‘lib, agar har bir shunday egri chizigni istalgan
vertikal to‘g‘ri chiziq bilan kessa, to‘g‘ri chiziq va grafik oshib borsa
bir marta kesishadi. Masalan, 3.1.1 - misolda ko‘rilgan ko‘phadlar
shunday grafikka ega. Grafiklar silliq chiziq bo‘lsa-da, cheksizlikka
ham ketib qgolishi mumkin. Masalan, 3.1.2 - misolda ko‘rilgan rat-
sional funksiyalar grafigi ana shunday xossaga ega.

Ba'zi funksiyalar grafigi uzilgan (odatda uzilishga ega bo‘lgan
deb ataladi) egri chizigdan iborat bo‘ladi. Misol tariqasida 3.1.3 -
misolda garalgan funksiya grafigini olish mumkin. Nihoyat, Dirixle
funksiyasi shunday grafikka egaki, uni qog‘ozda eskiz ravishda ham
tasvirlash qiyin. Bu grafik to‘g‘risida biroz tasavvurni quyidagi rasm
beradi (3.2-rasm):



§3.1. Funksiyaning limit giymati 131

4y

0 X

3.2-rasm

4. Funksiyalarning eng muhim xossalaridan biri- ularning uzluk-
sizligidir. Uzluksiz funksiyalar to‘g‘risida geometrik tasavvurni
uzluksiz deb ataladigan egri chiziglar berishi mumkin, ya'ni shunday
egri chiziglarki, ularni chizganda qalam qog‘ozdan ko‘tarilmaydi.
Oddiy qilib aytganda, grafigi uzluksiz egri chizigdan iborat bo‘lgan
funksiya uzluksiz funksiyadir.

Albatta, bu yerda keltirilgan mulohazalar fagatgina intuitiv
bo‘lib, ularni matematik ma’noda qat’iylashtirish ancha murakkab-
dir. Odatda uzluksiz funksiyalar limit giymat tushunchasi orqali
ta’riflanadi. Biz ham ana shu yo‘lni tanlaymiz.

Avval misol tariqasida quyidagi ratsional funksiyani qaraylik:

2
ot +r—2
f(:E) - 2 — 1
Bu funksiya maxraji nolga aylanadigan ikki x = 1 va z = —1

nuqtalardan tashgari barcha nuqtalarda aniglangan bo‘lib, f(1) va
f(—1) ifodalar esa ma'noga ega emas. Shunday bo‘lsa-da, agar x =
1 nugtaning atrofida bu funksiya giymatlariga e’tibor bersak, f(1)
ga biror ma’no berishimiz mumkin bho‘ladi. Hagigatan, yetarlicha
kichik « sonni olib, x = 1 + a deylik. U holda

B @ r(lta)—-2 3t
flx) = f(l+a)= (1+a)2—1 T 24 a

Endi, agar « nolga intilsa, yami x = 1 + « birga intilsa, f(x)
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giymatlar 3 ga intiladi. Shuning uchun biz 3 sonni f funksiyaning
x = 1 nuqtadagi limit qiymati deyishimiz mumkin.

Ta’rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya a nuqgtaning shu nug-
tani o‘zi kirishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniqlangan bo‘lsin.
Agar a ga yaginlashuvchi va 2, # a shartni ganoatlantiruvchi argu-
mentning irtiyoriy x, ketma-ketligi uchun f(x,) qiymatlar ketma-
ketligi biror b soniga yaginlashsa, ana shu b sonint [ funksiyaning
a nuqtadagi limit giymati deymiz.

Agar b soni f funksiyvaning a nugtadagi limit qiymati bo‘lsa,

;«1—% fx) = b (3.1.1)
deb yoziladi.

Shuni aytish kerakki, ta’rifdagi 2, # a shart qaralayotgan funksi-
yaning a¢ nuqtada aniqlanmagan bo‘lishiga imkon beradi (bu holni
yuqoridagi misolda ko‘rdik). Agarda f funksiya a nuqtada aniqglan-
gan bo‘lsa, qayd etilgan shartdan f funksiyani ¢ nuqtadagi limit
giymatining, umuman aytganda, f(a) bilan ustma-ust tushmasligi
kelib chigadi.

Funksiyaning a nuqtadagi limit qiymati funksiyaning a nugtada-
gi limiti deb ham ataladi.

Sonlar o‘qining har bir nuqtasida limit giymatga ega bo‘lgan
funksiyaga misol sifatida barcha x € R larda bitta ¢ giymatni
qabul giladigan, f(x) = ¢ o‘zgarmas funksiyani olishimiz mumkin.
Ravshanki, har bir ¢ € R nuqtada bu funksiyaning limit qiymati ¢
ga teng.

Navbatdagi misol ko‘rinishdan ancha sodda bo‘lishiga qaramas-
dan, juda muhimdir.

3.1.5 - misol. Quyidagi

fle) = =

birlik funksiya butun sonlar o‘qida aniglangan ho‘lib, istalgan ¢ € R
nuqtadagi uning limit qiymati a ga tengdir:

limx = a.
r—a
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Limit nuqta ta’rifidagi yana bir narsaga ahamiyat beraylik. Un-
da aytilishicha, argumentning a ga intiluvchi ixtiyoriy {x,} ketma-
ketligi uchun {f(x,)} ketma-ketlik b ga yaqinlashishi zarur.

Endi 3.1.3 - misoldagi sign « funksiyani qaraylik. Agar biror {x,,}
ketma-ketlik uchun x,, > 0 va x,, — 0 shartlar bajarilsa, sign x,, = 1
bo‘lib, shu sababli

lim signz, = 1
n—0o0

bo‘ladi.
Agar boshga biror ketma-ketlik hadlari y, < 0 shartni qanoat-
lantirib, ¥, — 0 bo‘lsa, sign y, = —1 bo‘ladi va shu sababli

lim sign gy, = —1
n— o0

tenglik bajariladi.

Har ikkala holda ham sign funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa-
da, ular o‘zaro teng emas va shuning uchun sign funksiya 0 nugtada
limit giymatga ega emas.

(=1)"

lamiz. Ravshanki, bu ketma-ketliﬁ ham nolga yaqginlashadi, shu bi-
lan birga, uning toq nomerli barcha elementlari manfiy va juft nomer-
li barcha elementlari esa musbatdir. Ta’rifga ko‘ra sign funksiyaning
mos giymatlaridan tuzilgan ketma-ketlik

ketma-ketlikni olsak ham ke-

Xuddi shu xulosaga x, =

sign x,, = (—=1)"

ga teng bo‘lib, ko‘rinib turibdiki, u yaqinlashmaydi. Bu yana bir
marta sign funksiyaning 0 nuqtada limit giymatga ega emasligini
tasdiqlaydi.

Endi xuddi shu usulda 3.1.4 - misolda ko‘rilgan D(x) Dirixle
funksiyasini qaraylik. Agar istalgan ¢ € R uchun unga yaqinlagshuv-
chi biror {x,,} ketma-ketlikning barcha elementlari ratsional bo‘lsa,
D(xy,) = 1 bo‘ladi va shu sababli

lim D(z,) = 1

n—ro0
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tenglik bajariladi.

Bordi-yu o‘sha ¢ € R ga yaqinlashuvchi boshqa biror {y,}
ketma-ketlikning barcha elementlari irratsional bo‘lsa, D(y,) = 0
bo‘ladi va shu sababli

lim D(y,) = 0
n—r o0
tenglik bajariladi.

Bu ikki limitning o‘zaro teng emasligidan Dirixle funksiyasi son-
lar o‘qining hech gaysi nuqtasida limit gqiymatga ega emasligi kelib
chigadi.

Agar istalgan a nuqtaga yaqinlashuvchi {x,, } ketma-ketlikni shun-
day tanlasakki, uning toq nomerli xop_1 elementlari ratsional va
juft nomerli zg, elementlari irratsional bo‘lsa, biz yana xuddi shu
xulosaga kelamiz. Haqiqatan,

D(:Egk_l) - 1, D(.CEQIC) =0

tengliklar o‘rinli bo‘lib, { D(x,,)} qiymatlar ketma-ketligi uzoqlasha-
di. Bundan yana bir bor Dirixle funksiyasining sonlar o‘qining hech
gaysi nuqtasida limit giymatga ega emasligini olamiz.

Bevosita limit giymat ta'rifidan va II bob natijalaridan nav-
batdagi tasdiqga kelamiz.

3.1.1 - teorama. Agar

lim f(x) = b, lim g(x) = ¢

r—a rT—a
bo‘lsa,
lim (f+g)(@) = bre, lim (f=g)@) = b—c, lim (fg)(w) = be

tengliklar o‘rinli bo‘ladi va ¢ #£ 0 bo‘lgan holda

m, (5) @ - ¢

tenglik bajariladi.
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Isbot 2.1.1, 2.1.2 va 2.1.3 - teoremalardan va limit qiymatning
ta’rifidan kelib chigadi. Misol tariqasida quyidagi tenglikni isbot-
laymiz:

lim (f +g¢)(x) = lim f(x) + lim g(z). (3.1.2)
rT—ra rT—ra

T—ra

Buning uchun biz @ ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy {x,} ketma-
ketlikni gqaraymiz. 2.1.1 - teoremaga ko‘ra

lim [f(@n) + g(@n)] = n11—>I2<> f@n) + nh_g.lo g(@n)

n—ro0

tenglikni olamiz.

Bu esa limit giymatning Heine ta’rifi bo‘yicha (3.1.2) tenglik
o‘rinli ekanini anglatadi.ll

3.1.6 - misol. Quyidagi

@) = apx™ + a12™ !+ aga™ 2 4+ apoiz +oan

ko‘phad istalgan a € R nuqtada f(a) ga teng limit giymatga ega.
Bu tasdiq 3.1.1 - teoremani chekli marta o‘zgarmas funksiya va bir-
lik f(x) = x funksiyaga qo‘llashdan kelib chiqadi (3.1.5 - misolga
qarang).

5. Funksiyaning limit giymati ta’rifini boshgacha ko‘rinishda
ham berish mumkin. Chunonchi, agar a nugtaning yetarlicha kichik
atrofida f funksiyaning qiymatlari b dan kam farq qilsa (boshqacha
aytganda, r nuqta a ning é-atrofida yotib, & > 0 yetarlicha kichik
bo‘lganda f(x) giymatlar b sondan £ dan kichik songa farq qilsa,
ya'ni b ning e-atrofida yotsa), biz b sonni f funksiyaning ¢ nuqtada-
gi limit gqiymati deyishimiz mumkin.

Ta’rif (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya a nuqta-
ning shu nugtant ozt kirishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniqlan-
gan bo‘lib, b biror hagiqiy son bo‘lsin. Agar istalgan & > 0 olganda
ham shunday & > 0 topilsakt,

O0<|r—al<d (3.1.3)
shartni qanoatlantiruvchi argumenining barcha x qiymatlari uchun

|f(x) —b] < ¢ (3.1.4)
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tengsizlik bajarilsa, b sonini [ funksiyaning a nugtadagi limit qiy-
mati deymiz.

(3.1.3) tengsizlikning chap qismi x # a ekanini anglatadi, ya'ni
(3.1.4) tengsizlik a nuqtaning d-atrofida yotuvchi va umuman ayt-
ganda, a ga teng bo‘lmagan argumentning barcha x qiymatlari uchun
bajarilishini bildiradi. Demak, xuddi yuqoridagi Heine ta’rifi sin-
gari limit giymat o nuqtada aniglanmagan funksiyalar uchun ham
aniglanishi mumkin va bordi-yu funksiya bu nuqtada aniglangan
bo‘lsa ta'rifga ko‘ra f funksiyaning a nuqtadagi limit giymati f(a)
bilan ustma-ust tushishi shart emas.

Limit gqiymatning Koshi va Heine bo‘yicha ta’riflari teng kuchli
ekanligi intuitiv tushunarlidir. Biz bu tasdigni quyidagi teoremada
isbotlaymiz.

3.1.2 - teorema. Berilgan [ funksiya a nugtaning shu nuqtani
o'zt kirishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniglangan bo‘lsin. U holda
b son [ funksiyaning a nugtadagi Koshi ta’rifi bo‘yicha limit qiymati
bo‘lishi uchun bu son [ funksiyning a nugtadagi Heine ma’nosida
limit qiymati bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. 1) Avval b son f funksiyaning a nuqtadagi Koshi ma’nosi-
dagi limit giymati bo‘lsin. Demak, ta’rifga ko‘ra istalgan ¢ > 0
uchun shunday & > 0 topiladiki, (3.1.3) shartdan (3.1.4) kelib chiqa-
di.

Qaralayotgan f funksiyaning aniglanish sohasidan x,, # « shart-
ni qanoatlantirib, a songa yaqginlashuvchi istalgan {x,,} ketma-ketlik-
ni olaylik. Ravshanki, biror N nomerdan boshlab bu ketma-ketlik-
ning barcha elementlari ¢ nugtaning §-atrofida yotadi, u holda xuddi
shu nomerdan boshlab { f(x,)} ketma-ketlikning barcha elementlari
(3.1.4) ga ko‘ra b nugtaning s-atrofiga tushadi. Demak, f(x,) — b,
va’ni b son f funksiyaning Heine ma’nosida ham limit qiymati bo‘lar
ekan.

2) Endi b son f funksiyaning a nuqtadagi Heine ma’'nosida limit
giymati bo‘lsin. Biz b Koshi ma’nosida ham limit giymat bo‘lishini,
ya'ni

(Ve > 0)(36 > 0) Ya(0 < |v —a| < &) : (|f(x) —b] < &) (3.1.5)
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ekanini ko‘rsatishimiz zarur.
Bu tasdiqni teskarisini faraz etish usuli bilan isbotlaymiz.
Demak, faraz qgilamiz, b Koshi ma’nosida limit giymat bo‘lmasin,
ya'ni (3.1.5) mulohazaning teskarisi:

(Fe>0)(Vo>0) Ix(0< |z —al <d) : (|fx)—0b] > &)

o‘rinli bo‘lsin.
Boshgacha aytganda, shunday £ > 0 son mavjudki, istalgan § >
0 olganda ham (0 < |x — a] < §) to‘plamdan shunday « topiladiki,
u uchun
|f(x) —bl >« (3.1.6)

tengsizlik bajariladi.

Biz ¢ > 0 sonning ixtiyoriyligidan foydalanib, unga ketma-ket
1 1 1 1
1, 37 giymatlarni berishimiz mumkin. Har bhir § = —
n
uchun shunday x, son topiladiki, u uchun

1
0<l|an—a < — (3.1.7)

tengsizlik o‘rinli bo‘lib, (3.1.6) tengsizlik quyidagi ko‘rinishga keladi:
|f(zn) — b = . (3.1.8)

Ravshanki, (3.1.7) va (3.1.8) shartlar birgalikda x,, ketma-ketlik
a ga yaqinlashsa-da, lekin {f(x,)} ketma-ketlik b ga yaqinlash-
masligini anglatadi. Demak, b son f funksiyaning Heine ma’nosida
limit giymati bo‘la olmas ekan. Hosil bo‘lgan qarama-qarshilik teo-
remani isbotlaydi.ll

Eslatma. f funksiyaning biror a nuqtadagi limit gqiymatini ta’rif-
layotgan vaqtda bu funksiyaning D( f) aniglanish sohasi ¢ nuqtaning
biror atrofini to‘laligicha o‘z ichiga olishini talab qilishga zaruriyat
yo‘q. Buning o‘rniga a ga yaqinlashuvchi va D(f) ga tegishli bo‘lgan
biror z,, ketma-ketlikning topilishini talab qilish yetarlidir. Bundan
chigdi, biz berilgan F to‘plamning istalgan limit nugtasi uchun f
funksiyaning limit giymatini aniglashimiz mumkin ekan.
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6. Sonlar o‘gining tartiblanganligi funksiyaning bir tomonla-
ma limit giymati tushunchasini kiritish imkonini beradi. Biz bu
imkoniyatni 3.1.3 - misolda o‘rganilgan signum funksiyasi misolida
ko‘rishimiz mumkin. Bu funksiyaning grafigidan ko‘rinadiki, agar x
nuqta 0 ga chapdan (ya'ni 0 dan kichik bo‘lib) yaginlashsa, sign x
funksiya —1 ga yaqinlashadi, bordi-yu 2« nuqta 0 ga o‘ngdan (ya'ni
faqat musbat bo‘lib) yaqinlashsa, sign « funksiya 1 ga yaqinlashadi.
Demak, bu funksiya 0 nugtada limit giymatga ega bo‘lmasa-da, am-
mo u xuddi shu nugtada o‘ng va chap limit giymatlarga ega bo‘lar
ekan.

Bundan buyon funksiyvaning ¢ nuqtadagi o‘ng limiti haqgida gapir-
ganda, biz bu funksiyaning aniqlanish sohasi yetarlicha kichik & > 0
lar uchun (a, a + h) ko‘rinishdagi intervalni o‘z ichiga olishini talab
gilamiz. Bunday intervalni a¢ nugtaning o‘ng yarim atrofi deb ham
atashadi.

Xuddi shu singari agar berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi
(a—h, a) ko‘rinishdagi intervalni o‘z ichiga olsa, bunday funksiyani a
nuqtaning chap yarim atrofida aniqlangan deb atashadi. Biz funksi-
vaning chap limiti hagida gapirganda uni qaralayotgan nuqtaning
aynan chap yarim atrofida aniglangan deb faraz qilamiz.

Ta’rif (H.E.Heine). Berilgan [ funksiya a nugtaning biror o‘ng
yarim atrofida aniglangan bo‘lib, b biror hagiqiy son bolsin. Agar a
ga yaginlashuvchi va xyn, > a shartni ganoatlontiruvchi argumentning
istalgan x, ketma-ketligi uchun unga mos f(x,) qiymatlar ketma-
ketligi b ga yaginlashsa, u holda b sonini [ funksiyaning a nugtadagi
o‘ng limiti deymiz.

Agar b soni f funksiyaning a nuqtadagi o‘ng limiti bo‘lsa,

lim f(x) = b (3.1.9)

r—a+0

kabi yoziladi.
Ba’zan bundan-da qisqa

fla+0) =b (3.1.10)

belgilashdan ham foydalaniladi.
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Biror nugtadagi o‘ng limit shu nuqtadagi o ‘ngdan limit deb ham
ataladi.

Xuddi yuqoridagidek f funksiyaning a nuqtadagi chap limiti yo-
ki chapdan limiti tushunchasi ham kiritiladi, ya’ni agar

[Xn € D()] Axn <a| Az, — al = (f(x,) = b)

bo‘lsa, b soni f funksiyaning ¢ nugtadagi chapdan limit deyiladi.
Bunda quyidagi belgilashlardan foydalaniladi:

lim f(x) = f(a—0) = b. (3.1.11)
rz—a—0
Anigki, 3.1.3 - misoldagi signum funksiyasi uchun quyidagi teng-
liklar o‘rinli:

sign (0 —0) = —1, sign (0 +0) = +1.

O‘ng va chap limitlar bir tomonlama limitlar deyiladi. Bunda
avval kiritilgan oddiy limit giymatini ba'zan ikki tomonlama limit
deb atashadi.

Agar biror nugtada chap va o‘ng limitlar o‘zaro teng bo‘lmasa,
bu nuqtada limit giymat mavjud bo‘lmaydi. Ushbu tasdiqni isbot-
lashdan avval biz o‘ng va chap limitlarning Koshi bo‘yicha ta’rifini
beramiz.

Ta’rif (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya a nuqta-
ning biror o‘ng yarim atrofida aniqlangon bo‘lib, b hagiqiy son bo‘lsin.
Agar istalgan £ > 0 olganda ham shunday 6 > 0 topilsaki,

a<x<a+d
shartni qanoatlantiruvchi argumenining barcha x qiymatlari uchun
|f(z) —bl <e (3.1.12)

tengsizlik o‘rinlt bo‘lsa, b son [ funksiyaning a nuqtadagi o‘ng limiti
deyiladsi.
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Xuddi shu singari funksiyaning a nuqtadagi Koshi bo‘yicha chap
limiti b ta’riflanadi:

(Ve >0)(F0>0) : [xe D(f)INla—=d <z <al = [|f(x)=b <z

3.1.3 - teorema. Bir tomonlama limitning Heine va Koshi
bo‘yicha ta’riflari teng kuchlidir.

Bu tasdiq quyidagini anglatadi: b son funksiyvaning a nuqtadagi
Koshi ma’nosida o‘ng (chap) limiti bo‘lishi uchun uning shu nugtada
Heine ma’nosida o‘ng (chap) limit bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot ikki tomonlama limit haqidagi 3.1.2 - teoremaning ishoti
kabi olib boriladi.

Ravshanki, agar f funksiya a nuqtaning shu nugtani o‘zi tegishli
bo‘lishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniglangan bo‘lib, shu nuq-
tada b limitga ega bo‘lsa, u shu ¢ nuqtada ham chap, ham o‘ng
limitlarga ega bo‘lib, bu limitlar b ga teng bo‘ladi.

Bu tasdigning teskarisi ham o‘rinli.

3.1.4 - teorema. Agar f funksiyaning a nugtada o‘ng va chap
limitlari mavjud va o‘zaro teng bo‘lsa, u holda [ funksiyaning shu
nuqgtada limiti mavjud bo‘lib, quyidagi tengliklar bajariladi:

lim f(z) = fla+0) = fla—=0).

Isbot bevosita bir tomonlama limitlarning ta’riflaridan kelib
chigadi.

Chunonchi, agar b son chap limitga teng bo‘lsa, istalgan ¢ > 0
olganda ham shunday §; > 0 ko‘rsatish mumkinki, a—d; < x < a in-
tervalda yotuvchi argumentning barcha x qiymatlari uchun (3.1.12)
bajariladi.

Xuddi shu singari agar b son o‘ng limitga teng bo‘lsa, shunday
09 > 0 ko‘rsatish mumkinki, ¢ < x < a 4+ §y intervalda yotuvchi
argumentning barcha z qiymatlari uchun (3.1.12) bajariladi.

Shunday ekan § = min{o1, 2} desak, (3.1.12) tengsizlik

O0<|r—al<d
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shartni gqanoatlantiruvchi argumentning barcha z giymatlarida ba-
jariladi.

Bu esa b son [ funksiyaning a nuqtadagi limiti ekanini
anglatadi.ll

7. Funksiya chegaralanmagan to‘plamda berilgan hollarda funksi-
yaning argumenti cheksizlikka intilgandagi limiti tushunchasini kiri-
tish mumkin.

Ta’rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya yuqoridan chegaralan-
magan I2 C R to‘plamda aniglangan bo‘lsin. Agar argumentning
+oo ka intiluvchi istalgan x, € E ketma-ketligi uchun mos f(xy)
qiymatlar ketma-ketligi biror b soniga yaqinlashsa, b son f(x) funksi-
yaning x — +oo dagi limiti deyiladi.

Agar b son f(x) funksiyaning @ — +oo dagi limiti bo‘lsa,

lim f(x) = b (3.1.13)

r— 400

kabi yoziladi.
Koshi ma’nosidagi bunga mos ta'rif quyidagi ko‘rinishga ega:
Ta’rif (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya yuqoridan
chegaralanmagan E C R to‘plamda aniglangan bo‘lib, b haqigiy son
bo‘lsin. Agar istalgan ¢ > 0 olganda ham shunday A > 0 son topil-
saki, * > A shartni bajaruvchi barcha x € E lar uchun

|flx) —bl <= (3.1.14)

tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning x — +oo dagi limiti
deyiladsi.
Xuddi funksiyaning nuqtadagi limiti kabi  — +oo dagi limit-
ning Heine va Koshi ta’riflari teng kuchli ekanligini ishotlash mumkin.
3.1.7 - misol. Quyidagi ratsional funksiya

1
flx) = P # 0, (3.1.15)
r — +oo da 0 ga teng bo‘lgan limitga ega. Bu tasdiq istalgan
Xn — +oo ketma-ketlik uchun unga mos { f(x,} ketma-ketlik nolga
intilishidan kelib chigadi:
lim f(x)=0.

r—+00
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Agar funksiya quyidan chegaralanmagan to‘plamda aniglangan
bo‘lsa, xuddi yuqoridagi singari + — —oo da Heine va Koshi ma’nosi-
da limit tushunchalari kiritiladi. Bu ikki limit ta’riflari teng kuchli
bo‘lishi aniq. Agar b son f(x) funksiyaning  — —oo dagi limiti
bo‘lsa,

lim f(x) =" (3.1.16)

T——00

kabi yoziladi.
3.1.8 - misol. Quyidagi

f(z)

X

=—7 —oo <2< +too, 3.1.17
1+ |2 ( )

funksiya x — 400 da 1 ga teng ho‘lgan limitga ega:

lim f(x) =1,

r—+00

r — —oo da esa —1 ga teng bo‘lgan limitga ega:

lim f(x) = —1.

T——00

Keltirilgan tengliklarni isbotlash uchun (3.1.17) funksiyani z > 0
bo‘lganda

1
= 0
f(x) T 20
ko‘rinishda va & < 0 ho‘lganda esa
flx) = ! x <0
112 ’

ko‘rinishda yozib olib, 3.1.7 - misol xulosasini qo‘llash yetarli.

Shunday qilib, bu misolda yuqoridagi ikki limit har xil bo‘lib
chiqdi.

Agar f(x) funksiyaning ham x — 400 dagi ham z — —oco dagi
limitlari mavjud bo‘lib, bitta b soniga teng bo‘lsa, bu b soni f(x)
funksiyaning x — oo dagi limiti deyiladi va

lim f(x) = b (3.1.18)

T—00
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kabi yoziladi.
Ba’zan
xgriloof(w) =b (3.1.19)
belgilashdan ham foydalaniladi.
3.1.9 - misol. Ixtiyoriy ratsional

apx™ + a1 a2 4 a1 +an

= 1.2
f@) box™ + bix™ =l £ bor™ 2 4 - b1+ by (3.1.20)

funksiyani qaraylik.
Agar z # 0 bo‘lsa, bu funksiyani quyidagi ko‘rinishda yozish
mumkin:

a a pn— a
n—ma/0<|>;1<|>£E_Z+<|>£EZ_1 +[E_Z
flx) =2 By by e (3.1.21)

bot—+— 4+t
Zz Zz

xrm— 1 xrm

Ravshanki, * — oo da (3.1.21) tenglikning o‘ng tomonidagi

a

kasr b_o soniga yaqinlashadi. Kasr oldidagi ™"~ ko‘paytuvchiga
0

kelsak, x — oo da n < m lar uchun uning limiti 0 ga teng, agar

n = m bo‘lsa, uning limiti 1 ga teng va n > m bo‘lganda esa bu
ko‘paytuvchining limiti mavjud bo‘lmaydi.

Demak, n > m bo‘lganda (3.1.20) funksiyaning x — oo dagi
limiti mavjud bo‘lmasa-da, n < m bo‘lganda

a0

%, n—=1m,
1. g
Jim f(x)

0, n < m,

munosabat o‘rinli bo‘lar ekan.

Shunday qilib, agar ratsional f(x) funksiya £ — +oo da biror
haqiqiy songa teng limitga ega bo‘lsa, u * — —oo da ham xuddi
o‘sha songa teng limitga ega bho‘ladi.
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§ 3.2. Koshi kriteriysi

1. Funksiyaning biror ¢ € R nuqtadagi limiti mavjudligining
zarur va yetarlilik sharti Koshi kriteriysi orqali beriladi. Sodda qilib
aytganda Koshi sharti quyidagidan iborat: a nugtaning yetarlicha
kichik atrofidan olingan argumentning barcha giymatlarida funksiya-
ning unga mos giymatlari bir-biridan kam farq qilsin.

Ta’rif. Berilgan [ funksiya a nugtaning shu nugtant o‘zi kirishi
shart bo‘lmagan biror atrofida aniglangan bo‘lsin. Agar istalgan £ >
0 olganda ham shunday 6 > 0 topilsaki,

0<|r'—a|<d, O<l2’—al<$é (3.2.1)

shartlarni qanoatlantiruvchi argumentning barcha ' va x" qiymat-
lari uchun

f(&') = fla")] < e (3.2.2)
tengsizlik bajarilsa, f funksiya a nugtada Koshi shartini ganoatlanti-
radi deymiz.

3.2.1 - teorema. Berilgan [ funksiya a nugtaning shu nug-
tani o‘zi kirishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniqlangan bo‘lsin.
[ funksiya a nugtada limitga ega bo‘lishi uchun uning shu nugtada
Koshi shartini qanoatlantirishi zarur va yetarli.

Isbot. 1) Faraz qilaylik, f funksiya a nuqtada b ga teng bo‘lgan
limitga ega bo‘lsin. U holda istalgan ¢ > 0 olganda ham shunday
& > 0 topiladiki, u uchun quyidagi implikatsiya o‘rinli bo‘ladi:

Vo: [0<|e—al <d = |f@)—b| < g
Bundan quyidagi
|f(a)) = f)] < | f(2") = bl + | f(2") = b]

tengsizlikka ko‘ra (3.2.1) shartlarni qanoatlantiruvchi 2’ va a” lar
uchun (3.2.2) tengsizlikning o‘rinli ekanligi bevosita kelib chigadi.

2) Endi f funksiya a nuqtada Koshi shartini ganoatlantirsin.
Ya'ni istalgan § > 0 uchun (3.2.1) dan (3.2.2) tengsizlik kelib chigsin.
f funksiyaning a nuqtada limitga ega ekanini ishotlaymiz.
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Faraz qilaylik, {x,} - a ga yaqinlashuvchi hamda a,, # a shart-
ni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. Biror N nomer-
dan boshlab bu ketma-ketlikning barcha elementlari a¢ nugtaning
d-atrofiga tushadi va demak, istalgan n > N va m > N nomerli x,,
va X, elementlar uchun (3.2.2) ga ko‘ra

[f(@n) = flam)] < e

tengsizlik bajariladi.

Boshqgacha aytganda, {f(x,)} Koshi ketma-ketligi ekan. Shu-
ning uchun, 2.5.1 - teoremaga ko‘ra bu ketma-ketlik yaginlashadi.
Demak, f funksiya ¢ nugtada limitga ega.ll

Shuni qayd qilish joizki, agar (3.2.1) da a nuqtaning o‘ng yoki
chap yarim atrofini oladigan bo‘lsak, biz a nuqtadagi o‘ng yoki chap
limit mavjudligining Koshi shartini olamiz.

2. Funksiyaning cheksizlikdagi limiti mavjudligining Koshi shar-
ti xuddi yuqoridagi ko‘rinishga ega. Sodda qilib aytganda bu shart
quyidagidan iborat: argumentning yetarlicha katta giymatlarida funk-
siyvaning mos qiymatlari bir-biridan deyarli farq gilmasin.

Ta’rif. Berilgan [ funksiya yuqoridan chegaralanmagan E C
R to‘plamda aniglangan bo‘lsin. Agar istalgan ¢ > 0 olganda ham
shunday A > 0 son topilsaki, ' > A, 2" > A shartlarni qanoat-
lantiruvehi barcha ' € E va 2" € E lar uchun

f(a") = fa")] <& (3.2.3)

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiyax — +oo da Koshi shartini qanoat-
lantiradi deymiz.

Quyidagi tasdiq o‘rinli.

3.2.2 - teorema. Berilgan [ funksiya yuqoridan chegaralanma-
gan E C R to‘plamda aniglangan bo'lsin. [ funksiya © — 400 da
limitga ega bo ‘lishi uchun uning * — +oo da Koshi shartini ganoat-
lantirishi zarur va yetarli.

Isbot xuddi 3.2.1 - teoremaning isbotiga o‘xshash ravishda olib
boriladi.
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Endi funksiyaning © — —oco va © — £oo da limiti mavjudligi-
ni ta‘minlash uchun qo‘yiladigan Koshi shartini keltirish murakkah
emas.

§ 3.3. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar

1. Faraz qilaylik, f funksiya /¥ C R to‘plamda aniqlangan bo‘lib,
¢ shu to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

Ta’rif. Agar a(x) funksiya ¢ nugtada nolga teng bo‘lgan limit
qiymatga ega bo‘lsa, ya’'ni

i1_>mc afz) = 0 (3.3.1)

bo‘lsa, bu funksiya o‘sha ¢ nugtado cheksiz kichik deyiladi.
3.3.1 - misol. Ixtiyoriy tayinlangan ¢ € R soni uchun

afx) = (x—c)", neN,

funksiya ¢ nuqtada cheksiz kichikdir.

Bu tasdiq 3.1.6 - misoldan kelib chigadi.

Ta’kidlab o‘tamizki, agar b soni f funksiyaning ¢ nuqtadagi limit
giymati bo‘lsa,

afr) = flx) —b

funksiya, ravshanki, ¢ nugtada cheksiz kichik bo‘ladi. Aniqroq ayt-
ganda, f funksiya ¢ nuqtada b ga teng limit qiymatga ega bo‘lishi
uchun bu funksiyaning ¢ nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan biror a(x)
funksiya bilan birga

f(z) = b+ax) (3.3.2)

tenglikni qanoatlantirishi zarur va yetarli.

2. Agar funksiya ¢ nuqtaning atrofida chegaralanmagan bo‘lsa,
argument ¢ ga yaqinlashgan vaqtda bu funksiyaning xatti-harakatini
o‘rganish, ya’'ni funksiya +00 yo —oo ga intiladimi yoki umuman
boshqga hol sodir bo‘ladimi, shuni aniglash muhim masala hisoblana-
di.
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Faraz qilaylik, f funksiyva £ C R to‘plamda aniglangan bo‘lib,
¢ shu to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

Ta’rvif. Agar argumentning ¢ ga yagqinlashuvchi istalgan {x,}
ketma-ketligi uchun

ILm flxn) = +oo (3.3.3)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, [ funksiya ¢ nuqtada cheksiz katta deyiladi.
Bunda quyidagicha yoziladi:

lim f(z) = +oo. (3.3.4)
r—C
Agar f funksiya ¢ nugtada cheksiz katta bo‘lib, u uchun (3.3.4)
tenglik bajarilsa, g(x) = —f(x) funksiya ham ¢ nuqtada cheksiz
katta deyiladi va bu quyidagicha yoziladi:

3131_>mc g(xr) = —o0. (3.3.5)
Shuni qayd qilish joizki, agar a(x) funksiya ¢ nuqtada cheksiz
kichik bo‘lib, bu nuqgtaning biror atrofida musbat bo‘lsa, f(x) =

1
m funksiya ¢ nuqtada cheksiz katta bo‘ladi.
3.3.2 - misol. Quyidagi

1
f(x) — m, nc :N—7
funksiya ¢ nuqtada cheksiz kattadir. Bu tasdiq 3.3.1 - misoldan kelib
chigadi.

3. Matematik adabiyotlarda a nugtada o‘ngdan yoki chapdan
cheksiz katta bo‘lgan funksiyalar ham ko‘p uchraydi. Bunday funksi-
valarning ta’rifi yuqorida keltirilgan ta’riflarga o‘xshashdir. Masalan,
agar x, — ¢ bo‘lib, x,, > ¢ shartlarni ganoatlantiruvchi argument-
ning istalgan {x,} ketma-ketligi uchun

lim f(x,) = +oo

n—ro0
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munosabat o‘rinli bo‘lsa, biz buni

lim f(x) = +oo (3.3.6)

r—c+0
kabi belgilaymiz yoki yanada qisqa qilib,
fle+0) = 400 (3.3.7)
deb yozamiz.
3.3.3 - misol. Quyidagi

1

f(x) = ma neN,

funksiya ¢ € R nuqtada o‘ngdan ham, chapdan ham cheksiz kat-
tadir, aniqrog'i,

fle=0) = =00, [fle+0) = +o0.

Bu tasdiq, berilgan funksiyaning r < ¢ larda manfiy va « > ¢
larda musbat ekanini hisobga olsak, 3.3.1 - misoldan kelib chigadi.

4. Berilgan nugtada cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalarni
taggoslash uchun maxsus o va O belgilashlarni kiritish qulaydir.

Ta’rvif. Berilgan [ va g funksiyalar a nugtaning shu nuqtani
0zt kirishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniglangan bo‘lib, v # a
bo‘lganda g(x) # 0 bo‘lsin. Quyidagi

(@) =o(g(x)), = —a, (3.3.8)

f(®@)

. g(x)
di.

Bu (3.3.8) belgilash " f(x) "" kichik g(x) ga teng" deb o‘qiladi.
Masalan,

yozuv hix) = funksiya a nuqtada cheksiz kichik ekanini anglata-

yoki
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Umuman, istalgan a € R nuqta va m < n shartni qanoatlantiruv-
chi ixtiyoriy butun m va n lar uchun

(r—a)"=o((r—a)™), x—a,

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglik, sodda qilib aytganda, n—m > 0
bo‘lgan barcha butun sonlar uchun A(x) = (x — a)"~™ funksiya a
nuqtada cheksiz kichik ekanini anglatadi.

Ahamiyat bering, xususiy holda

alr) =o(l), x—a,

yozuv afx) funksiyaning a nuqtada faqat cheksiz kichik ekanligini-
gina anglatadi.

Ta’rif. Berilgan [ va g funksiyalar biror E C R to‘plamda
aniqlangan bo‘lsin. Quyidagi

f(x) =0(y(z)), =zekF, (3.3.9)

yozuv E to‘plamda biror o‘zgarmas C uchun

[f@)] < Clglo)], xek,

tengsizlik bajarilishine bildirads.
Bu (3.3.9) belgilash " f(x) "O" katta g(x) ga teng" deb o‘qiladi.
Masalan,
l—22=0(1—-12), =xz€][0,1].

E’tibor bering, quyidagi
fx) =0(Q), xek,

yozuv f(x) funksiyaning E to‘plamda fagat chegaralangan ekanligi-
nigina anglatadi.
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§ 3.4. Monoton funksiyalar

Limitlar nazariyasi nuqtayi nazaridan gqaraganda, ayniqgsa, mono-
ton deb ataluvchi funksiyalar o‘rganishga qulaydirlar.

Ta’rif. Agar f funksiya E to‘plamda aniglangan bo‘lib, ixtiyoriy
r € Fvay € FE lar uchun quyidagi

r<y = [(x) < [(y) (3.4.1)

implikatsiya o‘rinli bo‘lsa, [ funksiya E to‘plamda o‘suvchi de-
yilads.

Agar (3.4.1) ning o‘ng tomonidagi tengsizlikda gat’iy bo‘lmagan
tengsizlikni qat’iy tengsizlikka o‘zgartirsak, biz qat’iy o ‘suvchi funksi-
yaning ta’rifini olamiz:

x<y = flx) < fy). (3.4.2)

Masalan, f(x) = sign 2 funksiya butun sonlar o‘qida o‘suvchi,
lekin qat’iy o‘suvchi emas.
Xuddi shunga o‘xshash kemayuvchi funksiya ham aniglanadi:

r<y = [flx) = fy)

Qat’y kamayuvchi funksiva esa quyidagicha aniglanadi:

r<y = [flx)>fy)

Ofsuvchi funksiya bilan kamayuvchi funksiyalar monoton funksi-
valar deyiladi, qat’iy o‘suvchi funksiya bilan qat’iy kamayuvchi funk-
sivalar esa gat’iy monoton funksiyalar deyiladi.

Har ganday monoton funksiya bir tomonlama limitga ega.

3.4.1 - teorema. Biror intervalda monoton bo‘lgan funksiya shu
intervalning har bir nugtasida chap va o‘ng limitlarga ega.

Isbot. Aytaylik, f funksiya (a,b) intervalda monoton bo‘lib, ¢
shu intervalning istalgan nuqtasi bo‘lsin. Ana shu nuqtada, masalan,
chap limit f(c — 0) ning mavjudligini isbotlaymiz.
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Aniqlik uchun f o‘suvchi bo‘lsin deylik. f funksiyaning ¢ nug-
tadan chapda gabul giladigan giymatlari to‘plamini, ya’ni

{f(z) : a<z<c} (3.4.2)

to‘plamni garaymiz.
Modomiki f o‘suvchi funksiya ekan,

flx) < flo), a<w<eg

tengsizlik bajariladi.

Bundan (3.4.2) to‘plamning yuqoridan chegaralanganligi kelib
chigadi. Demak, bu to‘plamning aniq yuqori chegarasi mavjud bo‘lib,
biz bu chegarani M orqali belgilaymiz:

M = sup f(x).

a<lr<c

Endi f funksiyvaning ¢ nuqtadagi chap limiti ana shu aniq yuqori
chegaraga tengligini, ya’ni

fle=0)=M (3.4.3)

ekanini isbotlaymiz.
Aniq yuqori chegaraning ta’rifiga ko‘ra quyidagi ikki tasdiq o‘rinli-
dir:
1) a < x < ¢ shartni qanoatlantiruvchi har qanday x nuqtalar
uchun
flx) <M (3.4.4)

tengsizlik bajariladi;
2) istalgan £ > 0 olganda ham shunday z. nuqta topiladiki, u
uchun a < z. < ¢ bo‘lib, quyidagi tengsizlik bajariladi:

flxe) > M —e. (3.4.5)

Musbat § = §(¢) sonni 6 = c—x. deb olamiz. Shunda f funksiyan-
ing o‘suvchiligiga ko‘ra ixtiyoriy « > x. = ¢ — ¢ uchun (3.4.5) dan

f@) = f(w) > M —¢
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tengsizlik kelib chigadi.
Agar (3.4.4) ni hisobga olsak, ¢ — 0 < z < ¢ intervaldagi barcha
2 lar uchun
M—-—¢ < fl&) £ M

tengsizlikni olamiz.

Bu tengsizlik M soni f funksiyaning ¢ nugtadagi chap limitiga
tengligini anglatadi. Demak, (3.4.3) tenglik bajarilar ekan.

Monoton funksiyaning o‘ng limitga ega ekani ham xuddi shunga
o‘xshash isbotlanadi.ll

Eslatma. Agar f funksiya ¢ nugtaning biror atrofida aniglangan
va o‘suvchi bo‘lsa, uning o‘ng va chap limitlari hamda ¢ nugtadagi
giymati quyidagi munosabat bilan bog‘langan ho‘ladi:

fle=0) < fle) < fle+0).

Bunda tengsizliklardan hech birini, umuman aytganda, tenglik
bilan almashtirib bo‘lmasligini sign x funksiyasi misolida ko‘rish
mumkin, chunki ¢ = 0 nugtada

sign (0 —0) = —1, sign 0=0, sign (0+0)=1.

§ 3.5. Funksiyalar uzluksizligi

1. Ushbu paragrafda biz eng muhim matematik tushunchalardan
biri bo‘lgan uzluksiz funksiya tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif. Agar a nuqgtaning biror atrofida aniglangan f funksiya
shu nugtada limit giymatiga ega bo ‘lib, bu giymat f(a) ga teng bo‘lsa,
ya’'ni

lim f(z) = f(a)

T—ra

bo‘lsa, [ funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

Funksiya limit qiymatining Heine va Koshi ta’riflarini esga olsak,
biz funksiyani nuqtadagi uzluksizligining ikki teng kuchli ta’rifini
berishimiz mumkin.
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Uzluksizlikning Heine bho‘yicha ta’rifi quyidagi ko‘rinishga ega
bo‘ladi.

Ta’rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya a nuqgtaning biror
atrofida aniglangan bo‘lsin.

Agar arqgumentning a nugtaga yaginlashuvchi istalgan x,, ketma-
ketligi uchun funksiyaning unga mos f(xn) qiymatlar ketma-ketligi
f(a) ga yaginlashsa, f funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.

Uzluksizlikning Koshi bo‘yicha ta'rifi esa quyidagicha o‘giladi.

Ta’rif (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya a nuqta-
ning biror atrofida aniglangan bo‘lsin.

Agar iztiyoriy € > 0 uchun shunday 6 > 0 topilsaki, argument x
ning

|z —al <9

shartni ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida

|f@) = fla)] <e

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, [ funksiya a nuqtade uzluksiz deyiladi.

Albatta, f funksiyaning biror nuqtadagi uzluksizligi ta’rifida ar-
gument giymatlarining bu nugtadan farq qilishini talab qilishga
zaruriyat yo‘q.

Bundan buyon agar biror funksiya £ to‘plamning har bir nug-
tasida uzluksiz bo‘lsa, biz gisqa qilib: funksiya F to ‘plamda uzluksiz
deymiz.

3.5.1 - misol. Har qanday ko‘phad butun sonlar o‘qida uzluk-
sizdir.

Bu tasdiq 3.1.6 - misoldan bevosita kelib chigadi.

Navbatdagi misol funksiya o‘zi aniglangan nuqtalarda uzluksiz
bo‘lishi shart emasligini ko‘rsatadi.

3.5.2 - misol. Dirixle funksiyasi (3.1.4 - misolga qarang) sonlar
o‘qining hech qaysi nuqtasida uzluksiz emas.

Bu tasdiq Dirixle funksiyasining biror nugtada ham limit qiy-
matga ega emasligidan kelib chigadi.

Agar F to‘plamda aniglangan f funksiya a € £ nugtada uzluk-
siz bo‘lmasa, u holda f funksiya a¢ nuqtada wuzilishga ega deyiladi.
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Bunda a nugta f funksiyaning uzilish nugtasi deb ataladi. Shunday
qilib, Dirixle funksiyasi sonlar o‘qgining har bir nuqtasida uzilishga
ega ekan.
Faqat bir nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyalar ham mavjud.
3.5.3 - misol. Agar D(x) Dirixle funksiyasi bo‘lsa, quyidagi

f(@) = 2D(x)

funksiya x = 0 nuqtada uzluksiz bo‘lib, boshga barcha nuqtalarda
uzilishga ega. Haqgigatan, ravshanki,

[f(@)] < |,

shuning uchun, agar x, — 0 bo‘lsa, f(x,) — 0 = f(0) bo‘ladi, yani
f funksiya nolda uzluksiz ekan.

Endi, agar f funksiya boshqa biror a # 0 nugqtada uzluksiz
bo‘lsin desak, u holda

funksiya ham o‘sha nuqtada uzluksiz bo‘lishi kerak, albatta. Am-
mo bu Dirixle funksiyasining har bir nugtada uzilishga ega ekaniga
ziddir.

2. Uzilish nuqtaning turlari. Ta’rifga ko‘ra agar a¢ nuqtaning
biror atrofida aniqlangan f funksiya uchun

lim f(r) = f(a)

tenglik bajarilmasa, bu a nuqta f funksiyaning uzilish nuqtasi deyi-
lar edi.

Uzilish nuqtani, bu tenglik bajarilmasligi sabablariga qarab, tur-
larga ajratish mumkin.

Eng sodda hol — bu qachonki chap tomondagi limit mavjud
bo‘lib, biror b songa teng bo‘lsa-yu, lekin b # f(a) bo‘lsa. Bu holda
agar funksiyani ¢ nuqtada b ga teng qilib o‘zgartirsak, ya’'ni

i) — {f(w), agar x # a bo‘lsa,

b , agar x =a bo'lsa,
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desak, bu funksiya a nuqtadan tashqari barcha nuqtalarda f(x)
funksiya bilan ustma-ust tushsa-da, lekin u, f funksiyadan farqli
ravishda @ nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Shunday qilib, garalayotgan
holda berilgan funksiya qgiymatini a nuqtada o‘zgartirish yordamida
uzilishni bartaraf gilish mumkin ekan. Shu sababli bunday uzilish
nuqta bartaraf etiladigan uzilish nugta deyiladi (3.3-rasm).

J(x)=|sign(x)|

¥

3.3-rasm

Keyingi yanada muhimroq hol — bu a nugtadagi uzilish funksiya-
ning bu nugtadagi limiti mavjud emasligi tufayli sodir bo‘lgan holdir.
Bu holda uzilish nuqgta ikki turga bo‘linadi. Bu bo‘linishning asosi-
da quyidagi bizga ma’lum bo‘lgan tasdiq yotadi: a nugtaning biror
atrofida aniglangan funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun
uning shu o nugtada chap va o‘ng limitlarga ega bo‘lib, bu bir
tomonlama limitlar funksiyaning shu nugtadagi giymatiga teng ho‘li-
shi, ya’ni

fla=0) = fla+0) = [f(a)

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Bundan chiqdi, uzilish yoki o‘ng va chap limitlar mavjud bo‘lib,
ular o‘zaro teng bo‘lmasligi sababli yoki bo‘lmasa, bir tarafli limit-
lardan birortasi mavjud emasligi tufayli sodir bo‘lishi mumkin. Bi-
rinchi holga misol sifatida sign x funksiyasini olsak bo‘ladi, ikkinchi
holga esa Dirixle funksiyasini.
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Agar a nuqtaning biror atrofida aniglangan f funksiya bu nug-
tada o‘ng va chap limitlarga ega bo‘lib, ular o‘zaro teng bo‘lmasa:

f(a—()) 7£ f(a+0)7

u holda bunday nuqta birinchi tur uzilish nugte deyiladi.
Bunda

fla+0) = f(a—0)

kattalik f funksiyaning a nuqtadagi sekrashi deyiladi. Masalan, a =
0 nugta signz funksiya uchun birinchi tur uzilish nugta bo‘lib, bu
nuqtada garalayotgan funksiya 2 ga teng bo‘lgan sakrashga ega.

Agar a nuqta atrofida aniglangan f funksiyaning bu nuqtadagi
bir tomonlama limitlaridan aqalli bittasi mavjud bo‘lmasa, u holda
a nuqta tkkinchi tur uzilish nugta deyiladi. Masalan (3.4-rasm),

1
sin —, agar x # 0 bo‘lsa,
fla) = x

0 , agar x =0 bo'lsa,

ko‘rinishda aniqlangan funksiya nolda ikkinchi tur uzilishga ega,
chunki, ravshanki, x = 0 nugtada bu funksiya chap tomondan ham,
o‘ng tomondan ham limitga ega emas.
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3. Ushbu bandda hiz uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amal-
lar bajarish natijasida yana uzluksiz funksiya hosil bo‘lishini ko‘ramiz.

3.5.1 - teorema. Agar f va g funksiyalar a nugtaning biror
atrofida aniglangan bo‘lib, shu nuqtada wzluksiz bo‘lsa, bu ikki funksi-
yalarning yig ‘indisi, ayirmasi, ko ‘paytmasi va nisbati (qayd gilingan
atrofda g # 0 bo‘lgan hollarda) a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, f va g funksiyalar a nuqtada uzluksiz

bo'lsin. Biz f+ g, f—g, f g va / (g9 # 0 bo‘lganda) funksiyalar

ham o‘sha nuqtada uzluksiz ekanini isbotlashimiz kerak, ya'ni har
ganday x, — a ketma-ketlik uchun

f(@n) £g(@n) = fla) £ g(a),  [(xn) g(2n) — fla) - g(a),
hamda a nugtaning gayd qilingan atrofida g # 0 bo‘lganda

flan) )
9@y gla)

munosabatlarni isbotlashimiz zarur. Lekin bu tasdiglar bevosita 3.1.1
- teoremadan kelib chigadi.ll

Shuni aytish kerakki, 3.5.1 - teoremaning nisbatga tegishli qis-
mida berilgan intervalning barcha x nuqtalarida g(x) # 0 shartni
o‘rniga faqat g(a) # 0 deb talab qilish yetarlidir. Hagiqatan, bu
shartdan g funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun uning a nug-
taning biror atrofida ham noldan farqli ekani kelib chigadi. Aslida
bundan-da gat’iyroq navbatdagi tasdiq o‘rinli.

3.5.1 - tasdiq. Berilgan g funksiya a nuqtaning biror atrofida
aniqlangan bo‘lib, shu a nugtada uzluksiz bo‘lsin. Agar g(a) > 0
bo‘lsa, a nugtaning shunday 0-atrofi va ¢ > 0 o‘zgarmas topiladiki,
barcha x € (a — ¢, a+9) larda

glx) >c>0

tengsizlik bajarilads.
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Isbot. Shartga ko‘ra ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday é > 0 topi-
ladiki, barcha x € (a — 4§, a+ ¢) larda

gla) —e < g(x) <gla) +e

tengsizlik bajariladi (3.5-rasm).

'y
y

L J

0 /a-cﬁ a1 a+d ¥

3.5-rasm

Endic=¢= M desak, talab gilingan tengsizlikni olamiz.H

Isbotlangan 3.5.1 - tasdiq quyidagini anglatadi: agar berilgan
funksiya uzluksiz bo‘lgan nuqtasida noldan farqli bo‘lsa, shu nug-
taning biror atrofida u o‘z ishorasini saqlaydi.

3.5.2 - misol. Har qanday ratsional funksiya o‘zi aniglangan
barcha nuqtalarda uzluksizdir. Boshqacha aytganda agar P(x) va
Q(x) ko‘phadlar bo‘lsa,

P(x)
Q)

funksiya maxraj (z) noldan farqli bo‘lgan barcha nuqtalarda uzluk-
sizdir.

Ta’rif. Berilgan y = f(x) funksiva E C R to‘plamda aniglan-
gan bo‘lsin. Bundan tashqari, x = @(t) funksiya M C R to‘plamda
aniqlangan bo‘lib, uning qgiymatlar to‘plami E da yotsin. U holda M
to‘plamda aniglangan va har bir t € M qiymatga f|e(t)] sonni mos
qo‘yuvchi f(p) funksiya murakkab funksiya deb ataladi.

Bunday aniglangan F'(t) = f[p(t)] funksiyani f va @ funksiyalar-
ning superpositsiyasi yoki bu ikki funksiyaning kompozitsiyasi deb

f@) =
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ham atashadi va I’ = foy kabi belgilashadi. 3.5.2 - teorema. Agar
w: M — FE funksiya biror a € M nugtada, f: E — R funksiya esa
o‘sha nugtaga mos b = p(a) € E nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda
murakkab F(t) = flo(t)] funksiya t = a nugtada uzluksiz bo ‘ladi.

Isbot. Biz biror a € M nuqtaga intiluvchi har qanday ¢, € M
ketma-ketlik uchun quyidagi

fletn)l = fle(a)l,  tn —a, (3.5.1)

yaginlashishni isbotlashimiz zarur. Lekin ¢ funksiyaning uzluksiz-
ligidan

o(tn) — pla), tn—a,

munosabatni olamiz. U holda f funksiyaning b = ¢(a) € E nug-
tadagi uzluksizligidan (3.5.1) kelib chiqadi.l

2. Ushbu bandda biz biror intervalda uzluksiz funksiyalarning
muhim bir xossasini o‘rnatamiz. Bu xossaning geometrik ma’nosi
quyidagidan iborat: agar uzluksiz funksiyaning grafigi biror gori-
zontal to‘g'ri chizigning ham yuqorisida, ham ostida o‘z nuqtalariga
ega bo‘lsa, u holda bu grafik ana shu gorizontal to‘g‘ri chizigni al-
batta kesib o‘tadi.

3.5.1 - lemma. Berilgan g funksiya |a, b] kesmada uzluksiz bol-
sin. Agar g(a) < 0 va g(b) > 0 bo‘lsa, (a,b) intervalda shunday c
nugta topiladiki, u nugtada g(c) = 0 bo‘ladi.

b
Isbot. Berilgan |a, b] kesmani ¢; = ot nuqta orgali teng ikki
bo‘lakka bo‘lamiz. Agar g(c;) = 0 bo‘lsa, ¢; qidirilayotgan nuqta
bo‘ladi. Bordi-yu g(c1) # 0 bo‘lsa, [a1, b1 simvoli orqali ikki [a, ¢1]
va [c1, b] kesmalardan qaysi birining chetki nuqtalarida g funksiya
har xil ishorali giymatlar gqabul gilsa, o‘shani belgilaymiz. Shunday

qilib,

glar) < 0, g(b1) > 0.
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3.6-rasm

by .
nuqta orqali teng

Keyingi qadamda [a, b1| kesmani ¢y = a
ikki bo‘lakka ajratamiz. Agar g(c2) = 0 bo‘lsa, yana talab gilingan
nuqta topildi. Bordi-yu g(c2) # 0 bo‘lsa, |as, ba] simvol orqali ikki
[a1, ca] va [c2,b1] kesmalardan qaysi birining chetki nuqtalarida g
funksiya har xil ishorali giymatlar qabul qilsa, o‘shani belgilaymiz.
Demak,

glaz) < 0, g(b2) > 0.

Bu jarayonni davom ettirsak, biz yoki gqandaydir n-qadamda
g(cn) = 0 tenglik o‘rinli bo‘ladigan ¢, nuqgtani olib, jarayonni tu-
gatamiz, yoki ichma-ich joylashgan shunday |ay, b,| kesmalarni ola-
mizki, ular uchun

glap) < 0, g(b,) > 0 (3.5.2)

bo‘ladi (3.6-rasm).

Agar bu jarayon tugamasa, ravshanki, |ay, b,| kesmaning uzunli-
gi nolga intiladi, shuning uchun, ichma-ich joylashgan kesmalar prin-
sipiga ko‘ra [ay, b,| kesmalarning barchasiga tegishli bo‘lgan yagona
¢ nugta topiladi. Xuddi ana shu ¢ nuqgtada talab gilingan g(c) = 0
tenglik o‘rinli ekanini isbotlaymiz.

Demak, a, — ¢ va b, — c ekan. U holda uzluksizlikka ko‘ra
g(an) — g(c) va g(b,) — g(c). Shunday ekan, (3.5.2) munosabatlar-
da n — oo da limitga o‘tsak,

gle) <0, g(c) 20
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tengsizliklarni olamiz.

Anigki, bu ikki tengsizlik bir vaqtda fagat g(c) = 0 bo‘lgandagina
bajariladi.ll

Navbatdagi teoremani uzluksiz funksiyaning barcha oraliq qiy-
matlarni gqabul qilishi haqidagi teorema deb nomlashadi.

3.5.3 - teorema. Berilgan [ funksiya |a,b] kesmada uzluksiz
bo‘lsin. Agar f(a) < f(b) bo‘lsa,

fla) < A < [(b)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi istalgan A soni uchun (a,b) intervalda
f(e) = A tenglik bajariladigan ¢ nuqta topiladi.
Isbot. Quyidagi

funksiyani kiritamiz.

Ravshanki, g funksiya 3.5.1 - lemmaning barcha shartlarini qano-
atlantiradi va shuning uchun (a, b) intervalda shunday ¢ nuqta mav-
judki, g(c) = 0 bo‘ladi. Demak, f(c) = A tenglik bajarilar ekan.l

5. Kesmada uzluksiz funksiyaning eng muhim xossalaridan biri
uning chegaralanganligidir. Ushbu bandda ana shu xossa to‘laroq
o‘rganiladi.

Ta’rvif. Berilgan f funksiyaning E C D(f) to‘plamda qabul qi-
ladigan barcha qiymatlar to‘plami E to‘plamning aksi deyilodi va

fB) = {flz) :xek}

kabi belgilanadi.

Ta’rvif. Agar [ funksiya va E C D(f) to‘plam berilgan bo‘lib,
F(E) to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u holda f funksiya E
to‘plamda yugoridan chegaralangan deb ataladi.

Bunda f(F) to‘plamning aniq yuqori chegarasi f funksiyaning
FE to‘plamdagi aniq yugori chegarasi deb ataladi va

sup f(x) = sup f(F)
rxel
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kabi belgilanadi.

Quyidan chegaralangan funksiya xuddi shunga o‘xshab aniglana-
di.

Ta’rvif. Agar [ funksiya va E C D(f) to‘plam berilgan bo‘lib,
f(E) to‘plam quyidan chegaralangan bo‘lsa, u holda f funksiya E
to‘plamda quyidan chegaralangan deb ataladi.

Bunda f(F) to‘plamning aniq quyi chegarasi f funksiyaning ¥
to‘plamdagi aniq quyi chegarasi deb ataladi va

inf f(z) = inf f(B)

kabi belgilanadi.

Biror to‘plamda bir vaqtning o‘zida ham yuqoridan, ham quyi-
dan chegaralangan funksiya shu to‘plamda chegaralangan deb atal-
adi.

3.5.4 - teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi).
Biror kesmada uzluksiz funksiya shu kesmada chegaralangandir.

Isbot. Berilgan f funksiya |a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. Teo-
remani isbotlash uchun, ravshanki, barcha x € [a, b] larda

(@) < B

tengsizlikni qanoatlantiruvchi B o‘zgarmasning mavjudligini isbot-
lash yetarli.

Faraz qilaylik, bunday B topilmasin. U holda B ga ketma-ket
1,2,3, ... giymatlarni berib, [a,b] kesmada shunday {z,} ketma-
ketlikni topamizki, u uchun

|[f(zn)] > n (3.5.3)

baho o‘rinli bo‘ladi.

Bol’sano - Veyershtrass teoremasiga ko‘ra {x, } ketma-ketlikdan
|a, b] kesmadagi biror ¢ nuqtaga yaqinlashadigan {z,, } qismiy ket-
ma-ketlikni ajratish mumkin. Shartga ko‘ra f - uzluksiz, shuning
uchun, birinchidan, { f(zn, )} ketma-ketlik f(c) ga yaginlashadi. Lekin,
boshga tomondan, (3.5.3) bahoga ko‘ra,

| f (@) > 1
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tengsizlikni olamiz, ya'ni bu ketma-ketlik chegaralanmagan ekan.
Hosil bo‘lgan garama-qarshilikdan teoremaning tasdig‘i kelib
chigadi.®

3.5.5 - teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi).
Kesmada uzluksiz bolgan funksiya shu kesmada o‘zining aniq yuqori
hamda aniq quyi chegaralariga erishads.

Isbot. Berilgan f funksiya |a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. U hol-
da 3.5.4 - teoremaga ko‘ra bu funksiya ham quyidan, ham yuqoridan
chegaralangan bo‘ladi va bundan chiqdi, 1.4.1 - teoremaga ko‘ra u
aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralarga egadir:

m = inf f(z), M= sup f(z).
2€[a,b] z€la,b]

Biz f funksiyaning ana shu chegaralarga erishishini ishotlashimiz
kerak. Boshqacha aytganda, [a,b] kesmada shunday x, va 2* nug-
talar mavjudligini ko‘rsatish kerakki, ular uchun

m = f(ze), M= [f(a")

tengliklar o‘rinli bo‘lsin.

Masalan, f funksiyaning M aniq yuqori chegaraga erishishini
isbotlaymiz. Faraz qilaylik, bunday bo‘lmasin. U holda M — f(x)
ayirma qat’iy musbat bo‘lib, [a,b] kesmaning hech bir nuqtasida
nolga aylanmaydi. Shuning uchun, 3.5.1 - teoremaga ko‘ra quyidagi

1
g(x) = m

musbat funksiya [a, b] kesmada aniglangan va uzluksizdir.
Veyershtrassning birinchi teoremasiga asosan ¢ funksiya yuqori-
dan biror musbat son orqali chegaralangan, ya’ni

Demak,
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1
Bu tengsizlik M —— son f funksiyaning yuqori chegarasi ekanini

anglatadi, ya’ni, bundan chiqdi, M soni aniq yuqori chegara emas
ekan. Hosil bo‘lgan gqarama-qarshilik teoremani isbotlaydi.l
Agar shunday 2* € £ nuqta mavjud bo‘lsaki,

f(@*) = sup f(x)

zel

bo‘lsa, f(x*) qiymat f funksiyaning E dagi maksimumi deb ataladi
va

max f(x) = f(2")

zeKR
kabi belgilanadi.
Bunda z* son f funksivaning F to‘plamdagi maksimum nugtasi
deyiladi. Masalan,

max sign x = 1.
x€[—1,1]

Shu singari, agar shunday x, € F nugta mavjud bo‘lsaki,

f(wy) = inf f(x)

zel

bo‘lsa, f(x.) qiymat f funksiyaning E dagi minimumi deb ataladi
va

min f(x) = f(2«)

zeKR
kabi belgilanadi.
Bunda x, son f funksiyaning E to‘plamdagi minimum nuqtasi
deyiladi. Masalan,

min sign x = —1.
x€|—1,1]

Natija. Biror kesmada uzluksiz funksiya shu kesmada o‘zining
maksimum hamda mintmumiga egadir.

Agar f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lib, F to‘plam uning
giymatlar to‘plami bo‘lsa, ya’ni

E={yeR : y=f(x), x €a,b]}
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bo‘lsa, u holda f funksiya |a, b] kesmani F to‘plamga uzluksiz aks-
lantiradi deyiladi.

Bunday aniglangan F to‘plam f akslantirishdagi [a,b] kesma-
ning aksi deb ham ataladi.

3.5.2 - tasdiq. Uzluksiz akslantirishda kesmaning akst yana
kesma bo‘ladi.

Isbot. Berilgan f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib, E
to‘plam bu kesmaning aksi bo‘lsin. Quyidagi belgilashlarni kirita-
miz:

m = min f(x), M = max f(x).
2€[a,b] 2€[a,b]

Ravshanki, & C [m, M]. Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga
asosan m € K/ va M € F. 3.5.3 - teoremaga ko‘ra esa [m, M| C E.
Demak, £ = [m, M| ekan.l

6. Ushbu bandda biz qanday shartlarda uzluksiz funksiya teskari
funksiyaga ega bo‘lishini va qanday shartlarda teskari funksiya uzluk-
siz bo‘lishini o‘rganamiz.

Ta’rif. Agar f funksiya E to‘plamda aniglangan bolib, istalgan
tkki v € E vay € E argument giymatlari uchun x # y shartdan
f(x)y £ f(y) kelib chigsa, [ funksiya E to‘plamda teskarilanuv-
chanlik shartini qanoatlantiradi deymiz.

Ta’rif. E to‘plamda aniqlangan [ funksiyaning teskarisi f=1
deb, M = f(F) to‘plamda aniglangan va quyidagi ikki shartni qanoat-
lantiruvcht funksiyaga aytiladi:

1) istalgan x € E uchun

)] = o
2) istalgan y € f(E) uchun

S W)l = v

3.5.3 - tasdiq. Funksiya o'z teskarisiga ega bo lishi uchun uning
teskarilonuvchanlik shartini qganoatlantirishi zarur va yetarlidir,
Isbot o‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdi.
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O‘z teskarisiga ega bo‘lgan funksiyalarni teskarilanuvchi deb ham
atashadi.

3.5.4 - tasdiq. Qat’ty monoton funksiya teskarilanuvchidir.

Hagqiqatan, agar x1 # 22 bo'lsa, £1 < 22 yoki 21 > 22 bo‘lib,
ravshanki, qat’iy monoton funksiya har ikkala holda ham f(xq) #
f(x2) shartni, ya’'ni teskarilanuvchilik shartini qanoatlantiradi. De-
mak, bu funksiya 3.5.3 - tasdigqqa ko‘ra teskarilanuvchidir.

3.5.6 - teorema. Agar kesmada uzuksiz funksiya teskarisiga
ega bo‘lsa, teskari funksiya ham uzluksiz bo ‘lads.

Isbot. Shartga ko‘ra f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib,
f~1 teskari funksiyaga ega bo‘lsin. 3.5.2 - tasdiqga asosan, agar

m o= min f@), M = e f(z)
deb belgilasak, [a, b] kesmaning aksi [m, M| kesma bo‘ladi.

Aytaylik, yo nuqta [m, M| kesmadan olingan ixtiyoriy nuqta
bo‘lsin. Ravshanki, agar 2o = f~'(yo) deb olsak, f(xg) = yo bo‘ladi.
Biz f~! teskari funksiyaning mana shu yo nuqtada uzluksizligini
ko‘rsatamiz.

Buning uchun |[m, M| dan yy ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy {y,}
ketma-ketlikni olib, unga mos { f~*(y,)} ketma-ketlikning = (yo) =
2o songa yaqinlashishini ko‘rsatish yetarli.

Avvalo, shuni qayd gilamizki, biz 2, = f~'(y,) deb belgilasak,
ravshanki,

f(@n) = yn — yo = f(20) (3.5.4)

munosabatga ega bo‘lamiz.

Faraz qilaylik, {f~'(y.)} ketma-ketlik, ya'ni {x,} ketma-ketlik
2o ga yaginlashmasin. U holda zg nugtaning biror atrofidan tashqari-
da ketma-ketlikning cheksiz ko‘p elementlari topiladi. Demak, Bol‘-
sano - Veyershstrass teoremasiga asosan {x,} ketma-ketlik xy dan
farqli ), € [a, b] limit nuqtaga ega. Boshqacha aytganda, 2, — x{
qismiy ketma-ketlik topiladi va shuning uchun f funksiyaning uzluk-
sizligiga ko‘ra

flan,) = f(xo) (3.5.5)
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bo‘ladi.

Agar (3.5.4) va (3.5.5) ni taqqoslasak, xg # x{, bo‘lishiga qara-
masdan, f(xo) = f(af) tenglikni olamiz. Bu esa f funksiyaning
teskarilanuvchiligiga ziddir. Hosil bo‘lgan qarama-qarshilik teore-
mani ishbotlaydi.ll

7*. Yuqorida istalgan (uzluksiz bo‘lishi shart bo‘lmagan) funk-
siya teskarilanuvchi bo‘lishi uchun yetarli shartlardan biri uning
gat’iy monotonligi ekani ko‘rsatildi. Qizig‘i shundaki, uzluksiz funk-
siva teskarilanuvchi bo‘lishi uchun gat’iy monotonlik sharti zaruriy
ham ekan. Chunonchi, agar biror kesmada uzluksiz funksiya teskari-
lanuvchi bo‘lsa, u ana shu kesmada qat’iy monoton bo‘lishi shart.
Bu tasdigning ishoti quyidagi sodda teoremaga asoslanadi.

3.5.7 - teorema. Agar kesmada uzluksiz funksiya teskarilanuv-
chi bo‘lsa, u o‘zining maksimum va minimumlariga kesmaning che-
garaviy nuqtalorda erishadsi.

Isbot. Shartga ko‘ra berilgan f funksiya |a, b] kesmada uzluksiz
va teskarilanuvchi bo‘lsin. U holda bu kesmaning istalgan ikki z; va
a2 nugtalari uchun quyidagi implikatsiya o‘rinli bo‘ladi:

[x1 # 22] = [[(@1) # [(22)].

Xususan, f(a) # f(b). Aniglik uchun f(a) < f(b) deb, istalgan
x € (a,b) nuqta uchun quyidagi

fla) < flx) < f(b)

ikki tomonlama tengsizlik o‘rinli ekaniga ishonch hosil gilamiz. Haqi-
qatan, agar bunday bo‘lmaganda edi, shunday x¢ € (a, b) nuqta to-
pilar ediki, u uchun, masalan, f(xg) > f(b) tengsizlik o‘rinli bo‘lar
edi, ya’ni:

fa) < f(b) < f(wo).

Shunday ekan, 3.5.3 - teoremaga asosan (a, o) interval ichida
shunday ¢ nuqta topilar ediki, u uchun f(¢) = f(b) bo‘lar edi. Ammo
bu tenglik f ning teskarilanuvchi ekaniga ziddir.ll

Endi biz kesmada uzluksiz funksiyaning teskarilanuvchiligidan
uning gat’iy monoton ekanligi kelib chiqgishini isbotlashga o‘tamiz.
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3.5.8 - teorema. Agar kesmada uzluksiz funksiya teskarilanuv-
chi bo‘lsa, u holda bu funksiya ona shu kesmada qat’iy monoton
bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan f funksiya
teskarilanuvchi bo‘lsin. U holda, ravshanki, f(a) # f(b) bo‘ladi.
Aniqlik uchun f(a) < f(b) deylik. Mana shu shartlarda f funksiya
[a, b] kesmada gat’iy o‘suvchi ekanini isbotlaymiz.

Haqgiqatan, [a,b] kesmadan x; < 22 shartni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy ikki 21 va x2 nuqtalarni olaylik. 3.5.7 - teoremaga asosan
quyidagi qo‘sh tengsizlik o‘rinli:

fla) < flan) < f(b).

Yana xuddi shu 3.5.7 - teoremani |21, b] kesmada f funksiya va
r9 nugtaga qo‘llasak,

f(x1) < fla2) < f(b)

tengsizlikni olamiz.
Bu yerda chapdagi tengsizlik f funksiyaning qat’iy o‘suvchi ekani-
ni anglatadi.ll

§ 3.6. Elementar funksiyalarning uzluksizligi

1. Ratsional ko‘rsatkichli darajali funksiya.
Biz natural ko‘rsatkichli darajali funksiyalarni o‘rganishdan bosh-
laymiz:
pn(x) = 27, (3.6.1)

bu yerda n - natural son. Ushbu funksiya ko‘phad bo‘lib, butun
sonlar o‘qi R da tabiiy ravishda aniglangan. Bundan tashqari, bu
funksiya R da uzluksizdir.

Ushbu bandda biz (3.6.1) funksiyani manfiy bo‘lmagan [0, +o00)
yvarim to‘gri chizigda berilgan deb hisoblaymiz. Shubhasiz, bu yarim
to‘gri chizigda darajali funksiya qat’iy o‘suvchi va shu sababli u
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teskarilanuvchi bo‘ladi. Hosil bo‘lgan teskari funksiya 3.5.6 - teo-
remaga asosan uzluksizdir. Biz uni quyidagicha belgilaymiz:

) =y
Agar bu tenglikda y argumentni odatdagi z orqali belgilasak,
1
(3.6.1) funksiyaga teskari funksiya — ko‘rsatkichli quyidagi
n

pix) =an (3.6.2)
darajali funksiya bo‘ladi. Bundan tashqari,

lim 2" = 400
T— 00
bo‘lgani uchun manfiy bo‘lmagan yarim to‘gri chizigda aniglan-
gan (3.6.1) funksiyaning qiymatlar to‘plami ham manfiy bo‘lmagan
yarim to‘gri chiziq bo‘ladi. Demak, (3.6.2) darajali funksiya [0, +00)
yarim to‘gri chizigda aniqlangan ekan.
Teskari funksiyaning ta’rifiga ko‘ra istalgan ¢ > 0 uchun

Agar (3.6.2) belgilashdan foydalansak, bu tengliklarni quyidagi
ko‘rinishda yozish ham mumkin:

(@a)" =a, (a")n =a. (3.6.3)

Manfiy bo‘lmagan a® sonni a > 0 sondan olingan arifmetik ildiz
deb ham ataladi va

kabi belgilashadi.
3.6.1 - tasdiq. Har ganday a > 0 hamda har ganday natural m
va n lar uchun

(Ya)™ = Vam (3.6.4)
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tenglik o‘rinli.
Isbot. Quyidagi belgilashni kiritamiz:
b= (an)"™ = (Va)™. (3.6.5)

U holda butun ko‘rsatkichli darajaning xossalariga ko‘ra (3.6.3)
ni hisobga olib, quyidagi tenglikka kelamiz:

O I GO R (O

1
Bundan — ko‘rsatkichli darajaning ta'rifiga asosan
n

b= (a™)n = V. (3.6.6)

Natijada (3.6.5) va (3.6.6) tengliklarni taqqoslasak, talab qili-
nayotgan (3.6.4) tenglikni olamiz.l
Endi, agar m va n istalgan natural sonlar bo‘lsa, mushat rat-

sional » — * uchun a > 0 sonining r ko‘rsatkichli darajasini
n
quyidagicha aniqlaymiz:

= Jar]™ (3.6.7)

Agar r > 0 bo‘lsa, ¢ > 0 sonning manfiy ratsional (—r) ko‘rsat-

kichli darajasi
1 r
== 3.6.8
() (3.6:5)
ko‘rinishda aniglanadi.
Nihoyat, istalgan a > 0 uchun

a® =1 (3.6.9)

deb gabul gilamiz.

Shunday qilib, biz istalgan mushat haqiqiy son 2 uchun yuqorida-
gi mulohazalar yordamida ixtiyoriy ratsional r ko‘rsatkichli " dara-
jani kiritdik. Boshqacha aytganda, biz aniglanish sohasi x > 0 mus-
bat yarim to‘gri chiziqg bo‘lgan

r

pr(z) = @
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ratsional ko ‘rsatkichli darajali funksiyani anigladik. Ravshanki, ko‘r-
satkichli funksiya ana shu yarim to‘gri chizigda uzluksiz va o‘suvchi
bo‘ladi.

Ratsional ko‘rsatkichli daraja quyidagi asosiy xossalarga ega
ekanini ko‘rsatish qiyin emas:

at = a" - af, (3.6.10)
@) = o, (3.6.11)
a b = (a-b). (3.6.12)

Bu munosabatlarda a va b - istalgan musbat sonlar bo‘lib, » va
s ko‘rsatkichlar esa ixtiyoriy ratsional sonlardir.

Isbot butun ko‘rsatkichli darajalarning xossalaridan hamda
3.6.1 - tasdigdan bevosita kelib chigadi.

Eslatma. Agar a > 1 bo‘lsa, ixtiyoriy ratsional » > 0 son uchun

a->1 (a>1,r>0,req). (3.6.13)

Haqgiqatan, r = m/n deylik va b = a'/™ deb belgilaylik. Agar b <
1 bo‘lsa, bu tengsizlikni n - darajaga ko‘tarib, qarama-qgarshilikka
kelamiz: a = b” < 1. Demak, b > 1 ekan. Endi bu tengsizlikni m -
darajaga ko‘tarsak, talab gilingan tengsizlikni olamiz:

a” = a™" = P>,

2. Ko‘rsatkichli funksiya.
Ushbu bandda ixtiyoriy a > 0 uchun

flx) =a", 2€Q, (3.6.14)

funksiyani o‘rganamiz.

Avvalgi bandda biz bu funksiyani @ > 0 ixtiyoriy haqiqiy son
bo‘lganida bharcha ratsional x € Q ko‘rsatkichlar uchun aniqlagan
edik. Bizning galdagi vazifamiz bu funksiyani ko‘rsatkich ixtiyoriy
haqiqiy son, yani € R bo‘lgan holda ham aniqlashdir. Buning
uchun biz avval (3.6.14) funksiya har bir irratsional nuqtada limit



172 Uzluksiz funksiyalar IIT Bob

giymatga ega ekanligini ko‘rsatib, so‘ngra o‘sha nuqtada uni ana shu
limit giymatga teng deb aniglaymiz.
Limit giymat mavjudligining isboti quyidagi tasdiqlarga asoslana-

di.
3.6.1 - lemma Agar a > 0 bo‘lsa,
lim a'/™ = 1 (3.6.15)
n—>00
bo‘ladi.

Isbot. Agar a > 1 bo‘lsa, biz biror & > 0 uchun ¢ = 1 + b deb
yozishimiz mumkin. U holda (1.3.22) ga ko‘ra istalgan natural n

uchun "
(1 -+ —) > 1+6.
n

Shunday ekan, darajali funksiyaning monotonligiga asosan
b
14+ —>(1+b)
n
ya'ni
0

1 In _ 1 <
(1+b) -

Avvalgi belgilashga o‘tsak, (3.6.13) ga ko‘ra

0 < d’/™ -1 < a—l.
- n

Bundan a > 1 bo‘lganda lemmaning tasdig‘ini olamiz. Agarda
a < 1 bo‘lsa, isbotlanganga asosan

1 1/n
lim <—> =1
n—oco \ @

1
va talab qilingan munosabat a'® = ———— tenglikdan kelib

(1/a)t/n
chigadi.®

Natija. Agar ri ratsional sonlar ketma-ketligi nolga intilsa,

lim a™ = 1 (3.6.16)

k—o0
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tenglik bajarilads.
Haqiqatan, agar rr > 0 bo‘lsa, cheksiz katta n; ketma-ketlikni

rE < — shartdan tanlab olsak, ¢ > 1 lar uchun
k

1 <a™ <a'/™
tengsizlikni va 0 < a < 1 lar uchun esa
a'/™ < gk <1

tengsizlikni olamiz. Bundan har ikki holda ham (3.6.16) tenglik kelib
chiqadi. Agarda rr < 0 bo‘lsa, talab qilingan natijani olish uchun
a” = 1/a~" tenglikdan foydalanish kifoya.

3.6.1 - teorema. Agar a > 0 va a # 1 bo‘lsa, quyidagi
f(x) =a", z€Q, (3.6.17)

barcha ratsional sonlar to‘plamida aniqlangan funksiya har bir x €
R nugtada limit giymatga egadir.

Isbot. Avval f(z) = a” funksiyaning monoton ekanini ko‘rsatay-
lik. Aytaylik, a > 1 bo‘lsin. Agar 2 € Q va y € Q bo'lib, x < y
bo‘lsa, h = y —x > 0 deb belgilab, (3.6.13) yordamida quyidagi

Fy) = f(@) = fle +h) = f(z) = a™*" —a” = a"[a" — 1] > 0

munosabatga ega bo‘lamiz, ya’ni bu holda f(x) funksiya qat’iy o‘suv-
chi bo‘lar ekan. Xuddi shunga o‘xshab, a < 1 bo‘lganda bu funksiya-
ning qat’iy kamayuvchi ekani ko‘rsatiladi.

Har qanday monoton funksiya singari (3.6.17) funksiya ham har
bir ¢ € R nuqgtada chap f(c —0) va o‘'ng f(c -+ 0) limitlarga ega
(bu tasdiq 3.4.1 - teoremaning isbotini so‘zma-so‘z qaytarish orqali
isbotlanadi).

Endi bu limitlarning o‘zaro tengligini isbotlaymiz. Aytaylik, {x,, }
va {yn} ratsional sonlar ketma-ketligi ¢ ga yaqinlashib, 2, < ¢ < yp
tengsizlikni ganoatlantirsin.
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Shunday ekan, h,, = yn — x, desak,
Fyn) = [xn) = a™(a™ —1)

tenglik hosil bo‘ladi.

Shartga ko‘ra, har bir x,, son har ganday y,, dan kichik, xususan,
Ty < y1. Demak, g™ ketma-ketlik chegaralangan. Bundan chiqdi,
oxirgi tenglikda n — oo deb limitga o‘tsak, qayd qilingan

fle4+0)—f(c—=0) =0 (3.6.18)

tenglikni olamiz. Bu tenglik esa limit giymatning har bir ¢ € R
nuqtada mavjudligini anglatadi.ll
Eslatma Agar ¢ - ratsional son bo‘lsa,

fle=0) < f(e) < f(c+0)

munosabat va (3.6.18) tenglikdan

fle=0) = f(c) = f(c+0)

tenglikni olamiz, qaysiki, o‘z navbatida, f funksiyaning ¢ nugtada
uzluksizligini anglatadi.
Endi biz ko‘rsatkichli funksiyani istalgan irratsional nuqtada
uning giymatini limit giymatga teng deb aniglashimiz mumkin.
Ta’rif. Agara > 0,a # 1 bo‘lsa, istalgan irratsional x son uchun

a® = lim a" (3.6.19)

r—x, T€Q

deb hisoblaymiz.

Shunday qilib, biz 3.6.1 - teorema, yordamida asosning a > 0, a #
1 bo‘lgan barcha giymatlari uchun ko‘rsatkichli ¢ funksiyani R son-
lar o‘qining hamma nugtalarida aniqladik.

3.6.2 - teorema. Ko‘rsatkichli funksiya quyidagi xossalarga ega:

a*tv = a* - aY, (3.6.20)
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(@) = a’?, (3.6.21)
a® - v = (a-b)”, (3.6.22)

bu yerda a > 0,0 >0,z € R, y € R.

Isbot ratsional qiymatli argumentlar uchun orinli bo‘lgan
(3.6.10) - (3.6.12) tengliklardan bevosita kelib chigadi. Haqgiqatan
ham, agar (3.6.10)-(3.6.12) tengliklarda r € Q va s € Q sonlarni
r — x va s — y deb limitga o‘tsak, talab qilingan (3.6.20)-(3.6.22)
munosabatlar ko‘rsatkichli funksiyaning irratsional x va y nuqta-
lardagi (3.6.19) ta’rifidan kelib chiqadi.

3.6.3 - teorema. Ko‘rsatkichli (3.6.19) funksiya R da a > 1
bo‘lganda qat’iy o‘suvchi va 0 < a < 1 bo‘lganda qat’iy kamayuv-
chidir.

Isbot. Masalan, a > 1 bo‘lib, 2 < y boflsin. Agar h = y —
x > 0 deb, h ga yaqginlashadigan o‘suvchi r, ratsional sonlar ketma-
ketligini olsak, u holda (3.6.13) ga ko‘ra

am—1>0

munosabatni olamiz. Endi 7, ketma-ketlikning o‘suvchi ekanini
hisobga olsak,
a"—1>0

tengsizlik hosil bo‘ladi.
Shunday ekan, (3.6.20) dan

@ —a® = a*—a® =a"(a"-1)>0

munosabatga ega bo‘lamiz, qaysiki, o'z navbatida, ko‘rsatkichli funk-
sivaning gat’iy o‘sishini anglatadi.ll
Navbatdagi lemma argumentning haqiqiy giymatlarida aniqglan-
gan ko‘rsatkichli funksiya = = 0 nuqtada uzluksiz ekanini ko‘rsatadi.
3.6.2 - lemma. Agar a >0 va a # 1 bo‘lsa, u holda

lim o = 1. (3.6.23)

r—0
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Isbot. Aniqlik uchun a > 1 deylik. Aytaylik, 2, nolga yaqin-
lashuvchi ixtiyoriy haqiqiy sonlar ketma-ketligi bo‘lsin. Endi 0 ga
yvaginlashuvchi va r, < x, < s, shartni qanoatlantiruvchi ikki r,
va s, ratsional sonlar ketma-ketligini olamiz. U holda

a™ < a"™ < a®.

Agar bu yerda (3.6.16) xossadan foydalanib, limitga o‘tsak, talab
gilingan tasdiqga ega bo‘lamiz.l

3.6.4 - teorema. Agar a >0 va a # 1 bo‘lsa, R hagigqiy sonlar
to‘plamida aniglangan

f(x) =a", x€R, (3.6.24)

funksiya R da uzluksiz bo‘ladi.

Isbot 3.6.2 - lemma va (3.6.20) tenglikdan kelib chiqadi. Haqi-
qatan,

a® — a® = a“(a""“=1)

va o‘ng tomon x — ¢ da nolga intiladi. Bu esa (3.6.24) funksiyaning
¢ nugtada uzluksizligini anglatadi.ll

3.6.5 - teorema. Agar a > 1 bo‘lsa, quyidagi tengliklar o‘rinli
bo‘ladi:

lim a” =0, lim a” = +o0. (3.6.25)

r—>—00 r—+00

Isbot. Agar 6 = a — 1 > 0 desak, (1.3.22) ga asosan
a = (1+0)">1+mnd,

shuning uchun n — +oco da @™ — +oo bo‘ladi. Bundan ko‘rsatkichli
funksiyaning monotonligiga ko‘ra (3.6.25) ning o‘ng tomonidagi teng-
likni olamiz.

Endi chapdagi tenglik o‘rinli ekani shubhasiz. Haqgigatan, agar
r — —oo desak,
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bo‘ladi.l
1 - natija. Agar 0 < a <1 bo‘lsa,
lim a® = +o0, lim a* =0 (3.6.26)
T—=—00 r— 400

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

1
Haqiqatan, agar P > 1 tengsizlikni va

)

tenglikni hisobga olsak, talab qilingan (3.6.26) tengliklar 3.6.5 - teo-
remadan kelib chigadi:

2 - natija. Ko‘rsatkichli funksiyaning qiymatior to ‘plami musbat
yarim to‘qg‘ri chiziq, ya’ni {y € R :y > 0} boladi.

Isbot quyidagi

inf ¢ =0, supa®=+o0
zeR zcR
tengliklar va 3.5.3 - teoremadan kelib chiqadi.

3. Logarifmik funksiya.

Yuqoridagi 3.5.7 - va 3.6.4 - teoremalardan haqiqiy sonlar to‘p-
lamida aniglangan ko‘rsatkichli funksiyaning teskari funksiyaga ega
ekani to‘g‘ridan to‘g'ri kelib chigadi.

Ta’rif. a > 0 va a £ 1 bo‘lsin. Ko‘rsatkichli

funksiyaga teskari funksiya logarifmik funksiya deyiladi va

x = log,y

kabi belgilanadi.
Bu funksiyani argument va funksiyani belgilashni odatdagi ko‘-
rinishga o‘tkazib,
y = log,x (3.6.27)
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kabi yozish mumkin.

Yuqoridagi 2 - natijaga asosan logarifmik funksiya musbat yarim
to‘g‘ri chiziqda, ya'ni {x € R : 2 > 0} da aniglangan.

Ta'rifdagi musbat va birga teng bo‘lmagan a soni logarifmik
funksiyaning asosi deb ataladi. Logarifmik funksiya & > 0 nuqtada
qabul giladigan log, b gqiymat esa b sonining a asosga ko‘ra logarifmi
deyiladi.

Eslatma. Logarifmik funksiya musbat yarim to‘g‘ri chiziqda,
ya'ni {x € R:x > 0} da uzluksizdir.

Eslatma hevosita 3.5.6 - va 3.6.4 - teoremalardan kelib chigadi.

Asosiy logarifmik ayniyat deb ataluvchi quyidagi tenglik loga-
rifmik funksiyaning ko‘rsatkichli funksiyaga teskari bo‘lganidan he-
vosita kelib chigadi:

a8 — g, (3.6.28)

Logarifmik funksiya bir qator muhim xossalarga ega bo‘lsa-da,
aynan navbatdagi teoremada keltirilgan xossa logarifmning XVII-
XX agrlarda keng targalishiga asos bo‘lgan. Bu xossa ko‘paytirish
amalini unga nishatan soddaroq qo‘shish amali bilan ma’lum ma’no-
da almashtirishga imkon beradi.

3.6.6 - teorema. Iztiyoriy x > 0 va y > 0 lar uchun

log,(z-y) = log,x + log,y (3.6.29)

tenglik o‘rinli.
Isbot bevosita (3.6.28) asosiy logarifmik ayniyatdan va ko‘rsat-
kichli funksiyaning (3.6.20) xossasidan kelib chiqadi. Haqgigatan,

T = aloga17 y = alogay

tengliklarni o‘zaro ko‘paytirsak, (3.6.20) tenglikka ko‘ra
aloga Ty Ty = alogaz . alogay _ aloga x+log, v
hosil bo‘ladi.

Bu tenglikdan ko‘rsatkichli funksiyaning qat’iy monotonligini
hisobga olsak, talab gilingan (3.6.29) tenglik kelib chigadi.l
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Agar e soni

1 n
e = lim <1+ﬁ> (3.6.30)

n— o0

tenglik orqali aniglansa, asosi ana shu e soniga teng bo‘lgan lo-
garifmga natural logarifm deyiladi va u Inx = log, x ko‘rinishda
belgilanadi. Natural logarifmlar matematikada va uning tadbigida
juda katta ahamiyatga ega.

Hisoblash amallarining bajarilishini tezlashtirish maqgsadida
1614 yilda D.Neper tomonidan kiritilgan logarifmlar aynan natural
logarifmlar edi. Keyinchalik o‘n asosli (o‘nli) logarifmlar ularni siqib
chigarib, gariyb uch asr mobaynida asosiy bo‘lib qoldilar. Shu davr-
da o‘nli logarifmlar jadvallari yoki ularning soddalashtirilgan holi
bo‘lgan logarifmik chizg‘ichlar hisobchilar orasida keng targalgan
edi.

XX asr oxirlariga kelib turli sohalarda keng tarqalgan elektron
hisoblash texnikasi logarifmik jadval va chizg‘ichlarni keraksiz qilib
qo‘ydi. Ammo ilmiy izlanishlarda esa asosan natural logarifmlar
go‘llanilib, logarifmik funksiyalarning ahamiyati borgan sari oshib
boraverdi. Natijada yana natural logarifmlar asosiy o‘ringa chiqib
oldi.

4. Trigonometrik funksiyalar.

R? tekislikda

S={(x,y) €R*: 2 +y* =1} (3.6.31)

ko‘rinishda aniglangan S to‘plamni garaymiz. Bu to‘plam markazi
koordinatalar boshida bo‘lib, radiusi 1 ga teng bo‘lgan aylana yoki
qisqa qilib birlik aylana deyiladi.

Koordinatalari (ai,b1) bo‘lgan M; nuqgta bilan koordinatalari
(a2,b2) bo‘lgan M, nuqgtani birlashtiruvchi M; My kesma uzunligi
deb quyidagi

|M1M2| = \/(dl — a2)2 + (bl — 52)2 (3.6.32)

manfiy bo‘lmagan songa aytiladi. Shunday ekan (3.6.31) to‘plamni
R? tekislikdagi koordinatalar boshidan uzunligi 1 ga teng bo‘lgan
masofada joylashgan nugtalar to‘plami deyish mumkin.
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Aylananing ikki nuqtasi orasida yotgan qismi yoy deb ataladi.
Mana shu aylana yoyining uzunligi tushunchasini kiritishga o‘tamiz.

Birlik aylanada koordinatasi (1,0) bo‘lgan nuqtani P deb belgi-
lab, aylana yoyining uzunligini shu nugtadan boshlab o‘lchaymiz.

Birlik aylanadan yuqori yarim tekislikda yotuvchi istalgan M =
(z,y) nuqtani (ya'ni ¥y > 0 bo‘lgan nuqtani) olamiz. Bu ikki P
va M nuqgtalarni P_q P, kesmalardan iborat bo‘lgan shunday siniq
chiziq L = Py P»...P,_1 P, bilan birlashtiramizki, bunda Py, = P
va P,, = M bo‘lib, barcha Py nugtalar S aylanada yotsin (3.7-rasm).

Biz siniq chiziq qirralari soat strelkasiga teskari ravishda ketma-
ket joylashgan deb hisoblaymiz, ya'ni bizning holimizda o‘ngdan
chapga qarab joylashgan bo‘ladi. Bu degani, agar Py nuqta (zx, yx)
koordinatalarga ega bo‘lsa,

=Ty < Lpo1 < ..< 2] <xg=1 (3.6.33)

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.

3.7-rasm

Bunday siniq chizigni PM yoyga ichki chizilgan deymiz. Bu L
siniq chizigning uzunligi deb

L] = > AL (3.6.34)
k=1
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songa aytiladi, bunda AL orqali Pr_1 va P nugtalarni birlashtiruv-
chi kesma belgilangan bo‘lib, uning uzunligi (3.6.32) ga asosan

|ALg| = |Pe_1 Prl = /(26 — 2—1)2 + (Yg — Y—1)?

ga teng.

Agar siniq chizigning bo‘g‘inlari sonini, ya’ni n ni oshirib borsak,
har bir bo‘g‘in uzunligi qisqarib, siniq chiziq uzunligi aylana uzunligi
deb ataladigan songa yaqinlashib boradi.

Ta’rvif. Birlik aylananing PM yoyi uzunligi (M) deb bu yoyga
tchki chizilgan siniq chiziglar wzunligining aniq yuqori chegarasiga
aytiladi:

n
(M) =sup |L| = sup Y _|ALg|. (3.6.35)
L L =
Agar M = (—1,0) bo‘lsa, PM yoy yarim aylana yoyiga teng
bo‘lib, uning uzunligi yunoncha 7 harfi bilan belgilanadi.
Ravshanki, agar [—1, 1] kesmaning ixtiyory « nuqtasi uchun M
orqali aylananing (z, v 1 — 2?) nuqtasini belgilasak, bu ta’rif har bir
x ga PM yoy uzunligini, ya’ni manfiy bo‘lmagan sonni mos qo‘yadi.
Shunday qilib, (3.6.35) tenglik orqali

f(x) = (M), buyerda M= (x,vV/1—-22), —-1<z<l1

funksiyani aniqlashimiz mumkin ekan.

Agar x abssissani ozroq o‘zgartirsak, yoy uzunligi ham ozgina
o‘zgarishini tekshirish qiyin emas, ya’'ni yuqoridagi funksiyva uzluk-
sizdir. Shuning uchun 3.5.3 - teoremaga ko‘ra bu funksiya barcha
oralig giymatlarni gabul giladi. Demak, 0 < o < 7 kesmadan
istalgan haqigiy « sonni olsak ham, birlik aylanadan yuqori yarim
tekislikda yotuvchi shunday M nuqta topiladiki, u uchun (M) =
a bo‘ladi (VII bobdagi 7.1.3 - misolga keltirilgan eslatmaga ham
qarang). Bunda M = (x,y) nuqta P = (1,0) nuqtani koordinatalar
boshi atrofida o radianga burish bilan hosil gilingan deyiladi.

Agar « haqiqiy son —7 < « < 0 oraligdan olingan manfiy son
bo‘lsa, burishni soat strelkasi bo‘yicha olamiz, bunda PM yoy uzun-
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ligini [(M) desak, o = —I(M) bo‘ladi. Bu holda P nuqtani « radi-
anga burish natijasida hosil bo‘lgan M nugta quyi yarim tekislikda
yotadi, ya’ni uning ordinatasi y < 0 bo‘ladi.

Shunday qilib, [—7, 7] kesmadan olingan har qanday « haqiqiy
songa birlik aylananing P nuqtasini « radianga burish natijasida
hosil bo‘lgan M = M («) nuqtasi mos keladi. Ravshanki, M nug-
taning («,y) koordinatalari o ga bog'liq, yami (3.8-rasm)

v = x(e), y = yla)

Bunda z(«) son « sonining kosinusi, y(«) son esa « sonining
sinusi deyiladi. Ular quyidagicha belgilanadi:

cosa = x(a), sina = y(a). (3.6.36)

Shunday qilib, P nuqtani « radianga burish natijasida hosil
bo‘lgan M («) nugta quyidagi koordinatalarga ega ekan:

M(a) = (cosa, sina). (3.6.37)

[ 3

¥y

SLCN

L J

3.8-rasm

Trigonometrik deb ataladigan kosinus va sinus funksiyalari
(3.6.36) tengliklar yordamida [—m, 7| kesmada aniqlangan. Ammo
davriy davom ettirish deb nomlanadigan usul yordamida ularni bu-
tun sonlar o‘qiga davom ettirish mumkin.
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Agar shunday T # 0 son topilsaki, barcha ¢ € R lar uchun
fE+T) = f(t), —oo<t<+oo,

tenglik bajarilsa, butun sonlar o‘qida aniqlangan [ funksiya davriy
deb ataladi.

Bu yerda umumiylikni buzmasdan 7" sonni mushat deyish mum-
kin. Bu son davr deb ataladi. Masalan, Dirixle funksiyasi davriy
bo‘lib, istalgan musbat ratsional 7" soni uning davri bo‘ladi.

Faraz qilaylik, f funksiya uzunligi T" ga teng bo‘lgan biror oralig-
da, masalan, [0, 7] kesmada aniglangan va f(0) = f(T) bo‘lsin. Agar
[ funksiya 1" davrga ega bo‘lgan davriy funksiya bo‘lib, f bilan [0, 7]
da ustma-ust tushsa, f funksiya f funksiyaning davriy davomi deb
ataladi.

Ravshanki, (3.6.36) tengliklar orqali [—7, 7] kesmada aniglangan
kosinus va sinus funksiyalarini butun sonlar o‘qiga quyidagi tenglik-
lar orqali 27 davr bilan davriy davom ettirish mumkin:

cos(x+2m) = cosar, sin(a+ 27) = sina.

Bevosita trigonometrik funksiyalar ta’rifidan (3.6.37) koordina-
talarga ega bo‘lgan M (a) nuqta birlik aylanada yotishi kelib chiqadi,
bundan esa navbatdagi asosiy trigonometrik ayniyatni olamiz.

3.6.2 - tasdiq. Ixtiyoriy haqgiqiy o uchun

cosa + sinfa = 1 (3.6.38)

tenglik o‘rinli.

Bu (3.6.38) ayniyatdan sinus va kosinuslarning chegaralanganligi
kelib chigadi.

Natija. Iztiyoriy haqigiy o uchun

|cosal < 1, [sing] < 1 (3.6.39)

tengsizliklar o‘rinli.
Biz burilishni abssissa o‘qida yotuvchi P = (1, 0) nugtadan bosh-
lab hisoblaganimiz uchun « va —a burchaklarga burish natijasida
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hosil bo‘lgan nuqgtalar abssissalari ustma-ust tushadi, ordinatalari
esa ishorasi bilan farq qiladi. Boshqacha aytganda, quyidagi teng-
liklar o‘rinli bo‘ladi:

cos(—a) =cosa, sin(—a) = —sina. (3.6.40)

Bu tengliklar kosinusning juft va sinusning toq funksiya ekanini
anglatadi.
3.6.3 - tasdiq. Ixtiyoriy haqgiqiy o va 8 lar uchun

cos(a — f§) = cos acos § + sin asin 8 (3.6.41)

tenglik o‘rinli.
Bu (3.6.41) tenglik muhim trigonometrik ayniyatlardan biri bo‘lib,
u qo‘shish formulasi deb ataladigan tengliklar gatoriga kiradi.
Ushbu (3.6.41) tenglikning isboti § 3.9 da keltirilgan ((3.9.3)
formulaga qarang).

3.6.4 - tasdiq. Agar 0 < a < g bo‘lsa,

0 < sina < « (3.6.42)
tengsizlik o‘rinlidir.
Isbot. Agar koordinatalari (z,y) bo‘lgan M nuqta (0,1) koor-
dinatali P nugtani « radianga burish bilan hosil bo‘lgan bo‘lsa, u
holda 0 < o < g lar uchun

0 <y < Vir+(1-2)?2 = |PM| < «
tengsizlik bajariladi. Bundan, ravshanki, (3.6.42) kelib chiqadi.ll
Natija. Istalgan o € R uchun

|sina] < |a (3.6.43)

tengsizlik o‘rinli.

Hagiqatan, agar |a| < 1 bo‘lsa, (3.6.43) tengsizlik sinusning toq
funksiya ekanini hisobga olsak, (3.6.42) dan kelib chigadi. Agarda
|| > 1 bo‘lsa, (3.6.43) tengsizlikning (3.6.39) dan kelib chiqishi
ko‘rinib turibdi.
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3.6.7 - teorema. Kosinus va sinus trigonometrik funksiyalar
butun sonlar o‘gida uzluksizdir.
Isbot. Quyidagi tenglik
B—a  Bta

cos 5 —cosa = — 2sin 5 sin 5

bevosita (3.6.41) formuladan kelib chiqadi. Endi (3.6.39) va (3.6.42)
baholarni qo‘llasak,

Bool i oip-a

|cos B —cosa| < 2
hosil bo‘ladi. Demak, quyidagi implikatsiya o‘rinli bo‘lar ekan: 8 —
a = cos 8 — cosa. Bu esa kosinusning ixtiyoriy « nuqtada uzluk-
sizligini anglatadi.

Sinusning uzluksizligi xuddi shu singari isbotlanadi.ll

(Qolgan trigonometrik funksiyalar sinus va kosinuslar orqali anig-
lanadi. Chunonchi, tangens va kotangenslar bu funksiyalarning nis-
batlari ko‘rinishida kiritiladi:

coOsS

sinz
tgxr = ——, ctgr = —.
cos T sinx
Bu ikki funksiyaning o‘zi aniglangan har bir nuqtada uzluksizligi
shubhasiz.

5. Teskari trigonometrik funksiyalar.

Ravshanki, butun sonlar o‘qida aniqlangan davriy funksiya teska-
rilanuvchanlik shartini qanoatlantirmaydi, chunki u har bir giymat-
ni cheksiz ko‘p nugtalarda qgabul giladi. Shu sababli trigonometrik
funksiyalarga teskari funksiyani aniglash uchun bu funksiyalarni
ular gat’iy monoton bo‘lgan kesmalarda garash kerak. Shunday qilin-
sa, teskari funksiyalar mavjud bo‘lib, 3.5.6 - teoremaga ko‘ra, ular
uzluksiz ham ho‘ladilar.

Sinus uchun monotonlik oraliq sifatda odatda [—E, E] kesma

olinadi. Bu kesmada sinus qat’iy o‘sib, —1 dan +1 gacha barcha
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giymatlarni gqabul giladi. Shunday ekan, [—1, 1] kesmada

<r<

e

f(x) = sinx, —

[N

funksiyaga teskari f~! funksiya aniqlangan. Bu teskari f~! funksiya
arksinus deb ataladi va

f~Yx) = arcsinz, —-1<z2<1

kabi belgilanadi.

Arksinus [—1, 1] kesmada uzluksiz ekanligi va qat’iy monoton
o‘sishi shubhasiz.

Kosinus uchun monoton o‘sish oralig‘i sifatida odatda [0, 7] kesma
olinadi. Bu kesmada kosinus +1 dan —1 gacha barcha giymatlarni
qabul qilib, qat’iy kamayadi. Shunday ekan, [—1, 1] kesmada

flx) = cosx, 0<ax<m,

funksiyaga teskari f~! funksiya aniqlangan. Bu teskari f~! funksiya
arkkosinus deb ataladi va

f~Yx) = arccosz, —1<ua<I,

kabi belgilanadi.

Arkkosinus [—1, 1] kesmada uzluksiz ekanligi va gat’iy monoton
kamayishi shubhasiz.

Tangens uchun monotonlik oralig'i sifatida (—g, g) intervali oli-
nadi. Bu intervalda tangens qat’iy o‘sib, —oo dan +oo gacha barcha
giymatlarni gqabul giladi. Shunday ekan, (—oo, +00) sonlar o‘qida

s s
j— t —_— J—
f(x) gx, 5 <<,

funksiyaga teskari f~! funksiya aniqlangan. Bu teskari f~! funksiya
arktangens deb ataladi va

fYx) = arctgr, —oo <z < oo,
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kabi belgilanadi.
Arktangens (—oo, +00) sonlar o‘qida uzluksiz va qat’iy monoton
o‘suvchidir.

Yuqorida o‘rganilgan funksiyalar, ya’ni darajali, ko‘rsatkichli,
logarifmik va shu bilan birga asosiy trigonometrik hamda teskari
trigonometrik funksiyalar eng sodda elementar funksiyalar deyiladi.

Ta’rif. Fng sodda elementar funksiyalarga chekli sonda arifmetik
amal va superpozitsiyalarni qo‘llash natijasida hosil bo‘lgan funksiya
elementar funksiya deyiladi.

Eslatib o‘tamiz, qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va bo‘lish amallari
arifmetik amallar deyilar edi. Shunday qilib, har ganday elemen-
tar funksiyani eng sodda elementar funksiya va to‘rtta arifmetik
amallardan tuzilgan formula ko‘rinishida yozish mumkin ekan. Mi-
sol uchun, quyidagi funksiya elementardir:

f(x) = sin(Inz) + 2e#V® — 3arctg(1 4 2?).

Formula ko‘rinishida berilgan elementar funksiyaning tabiiy aniqg-
lanish sohasi sifatida, odatda, argumentning bu funksiya ma’noga
ega bo‘lgan barcha giymatlari to‘plami olinadi.

Quyidagi natija yuqorida isbot qilingan tasdiglardan bevosita
kelib chigadi.

3.6.9 - teorema. Elementar funksiya o‘zi aniglangan sohaning
har bir nuqgtasida uzluksizdir.

§ 3.7. Ajoyib limitlar

1. Birinchi ajoyib limit.

3.7.1 - teorema. Quyidagi tenglik o‘rinli (birinchi ajoyib limit):

lim 20 . (3.7.1)
a—0 [0
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Isbot. Ushbu

flo) = (3.7.2)

funksiya o« = 0 nuqtaning shu nuqtani o‘zi kirmagan ixtiyoriy atrofi-
da aniglangan. Avval bu funksiyaning o = 0 nuqtadagi o‘ng limitini
hisoblaymiz.

Faraz qilaylik, M = (z,y) nugta P = (0, 1) nuqtani « radianga
burish orqali hosil bo‘lsin, bu yerda 0 < a < g U holda « ning shu
qiymatlarida .

| @ sina

27 «
bahoning bajarilishini ko‘rsatish qiyin emas. Darhagiqgat, bu tengsiz-
likning o‘rinli ekanligi § 3.9 da ko‘rsatilgan (3.9.2 - tasdiqqa qarang).

(3.7.3) bahodan (3.7.2) funksiyaning nol nuqtadagi o‘ng limiti 1
ga tengligi, ya’ni

Q

<1 (3.7.3)

JO+0) = lim_ Cfla) =1

ekani kelib chigadi.

Endi sinus toq funksiya bo‘lgani uchun (3.7.2) juft funksiyadir,
ya'ni f(—«a) = f(«). Shuning uchun

0-0) = m  f-a) = lm_ sl0) =1,

ya'ni (3.7.2) funksiyaning nol nuqtadagi chap limiti ham 1 ga teng
ekan. Bundan talab gilingan (3.7.1) munosabatni olamiz.l

2. Ikkinchi ajoyib limit.

3.7.2 - teorema. Agar e son (3.6.30) tenglik orqali aniglangan
son bo‘lsa, quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi (ikkinchi ajoyib limit):

lim (1 4 2)Y" = e. (3.7.4)
h—0

Isbot. Ravshanki,
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. 1\"
tenglikni isbotlash yetarlidir.

Avval  — +oo deb faraz qilib, n = [x] deb belgilaymiz. U holda
n < x <n+ 1 boladi va shuning uchun quyidagi ikki tomonlama
tengsizlik bajariladi:

1+ ! n< 1+1 m< 1+1 o (3.7.6)
n+1/) — x) n ) o

Ravshanki, e sonining ta’rifiga ko‘ra * — +oco da bu tengsizlik
o‘ng va chap tomonlarining limitlari e ga teng. Demalk,

1 x
lim <1 + —> =e. (3.7.7)
r—r+00 X
Endi, agar x — —oco bo‘lsa, t = —x deb

() () )™ (o

ni hosil gilamiz.

Agar (3.7.7) tenglikni e’tiborga olsak, ¢ — +oo da (ya'ni  —
—oo da) oxirgi tenglikning o‘ng tomoni e soniga intilishini ko‘rishimiz
mumkin. Binobarin, (3.7.5) tenglik bajarilar ekan.H

§ 3.8. Kompleks qiymatli funksiyalar

Matematik tahlilda haqiqiy o‘zgaruvchili kompleks qiymat gabul
giluvchi funksiyalar muhim o‘rin tutadi. Chunonchi, agar haqiqiy
sonlar o‘qining (a, b) intervalida aniglangan f funksiya bu interval-
dan olingan har bir haqiqiy « songa kompleks f(z) sonni mos qo‘ysa,
bu funksiya kompleks qiymatli deyiladi. Bunday funksiya
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f i (a,b) = C

kabi belgilanadi, bunda C - kompleks sonlar to‘plami.
Kompleks sonlar ta'rifiga ko‘ra kompleks qgiymatli f funksiyani
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

fl@) = ulx) +iv(x),

bu yerda u va v - oddiy (haqiqiy qiymatli) funksiyalardir. Bunda u
funksiya f funksiyaning haqiqiy qismi va v funksiya f ning mavhum
gismi deyiladi. Shunday qilib, kompleks qiymatli funksiyalarni o‘rga-
nish ikki haqigiy qiymatli funksiyalarni o‘rganishga kelar ekan.
Kompleks giymatli f = u + v funksiyaning absolyut qiymati
(yoki moduli) deb haqiqiy manfiy bo‘lmagan quyidagi funksiyaga

aytiladi:
(@) = vur(e) + 03 (). (3.8.1)

Masalan,
e(r) = cosx+isinz

funksiyaning moduli aynan birga teng funksiyadir:
le(z)] = 1.

Kompleks giymatli funksiyaning limit gqiymati va shu bhilan birga,
uzluksizligi xuddi haqiqiy funksiyalar uchun aniglangandek anig-
lanadi. Misol tariqasida uzluksizlik ta’rifini keltiramiz.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢ > 0 olinganda ham shunday & > 0
topilsaki, a nuqtaning 8- atrofidan olingan barcha x lar uchun

|f(@) = fla)] <e (3.8.2)

tengsizlik bajarilsa, kompleks qiymatli [ funksiya a nugtada uzluksiz
deyiladsi.

3.8.1 - tasdiq. Kompleks qiymatli f = u+iv funksiya biror nug-
tada uzluksiz bo‘lishi uchun shu nugtada har tkkala v vav funksiyalar-
ning wzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli.
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Isbot bevosita

f(2) = fa)] = VIu@) — u(@]? + [v(z) - v(a)]? (3.8.3)

tenglikdan kelib chigadi.
Haqiqatan, agar (3.8.2) tengsizlik bajarilsa,

lu(x) —ula)| <z, |v(x)—v(a)| <e

tengsizliklar ham bajariladi. Bundan « va v funksiyalarning a nug-
tada uzluksizligi kelib chigadi.

Aksincha, agar u va v funksiyalar a nuqtada uzluksiz bo‘lsa,
shunday & > 0 topiladiki, a nuqtaning é-atrofidagi har gqanday x
uchun

7 @) @l < —
tengsizliklar bajariladi, bu esa, o‘z navbatida, (3.8.3) ga ko‘ra (3.8.2)
bajarilishini anglatadi.

Kompleks giymatli funksiyalar ham haqiqiy funksiyalarning ko‘p-
gina xossalariga ega ekanini qayd etamiz. Masalan, arifmetik amal-
larni go‘llash uzluksiz kompleks qiymatli funksiyalar sinfidan chigarib
yubormaydi (bo‘lish amalida maxraj noldan farqli degan qo‘shimcha
shart qo‘yish zarur).

Misol tariqasida f funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘lib, f(a) # 0

|u(x) —ula)] <

shart bajarilgan holda ? funksiyaning ham a nuqtada uzluksizligini

isbot qilamiz.
Faraz qilaylik, f = u + v funksiya @ nuqtada uzluksiz bo‘lsin.

U holda 3.8.1 - tasdigqga asosan har ikkala « va v funksiya uzluksiz
bo‘ladi. Shunday ekan,

1 1 U )

[ utiv  ut4ov? u? + v?
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1
tenglikdan bevosita — funksiyaning ham mavhum, ham hagqiqiy
gismlarining uzluksizligi kelib chiqadi. Demalk, 3.8.1 - tasdigqga asosan,
1 , .
— funksiya ham uzluksiz ekan.

Xuddi shunga o‘xshash, uzluksiz funksiyalarning boshqga xos-
salari ishot qilinadi.

§ 3.9%. Ilova (trigonometrik funksiyalarning xossalari)

Faraz qilaylik, S - markazi koordinatalar boshida bo‘lib, radiusi
1 ga teng bo‘lgan aylana bo‘lsin, ya’'ni birlik aylana bo‘lsin.

Agar P - birlik aylananing (1, 0) koordinataga ega bo‘lgan nug-
tasi bo‘lsa, M = (x,y) orqali aylananing shunday nuqtasini belgi-
laymizki, u P nuqtani { radianga burish natijasida hosil bo‘lib,

M = (cost, sint) (3.9.1)

koordinataga ega bo‘lsin.

Faraz qilaylik, P va M nuqtalarni yangi s radianga burish nati-
jasida aylananing mos ravishda P’ va M’ nugtalari hosil bo‘lsin.
Bunda, albatta, PM kesma uzunligi P’ M’ kesma uzunligiga teng
bo‘ladi, ya'ni:

|PM| = |P'M']. (3.9.2)

Quyidagi
P = (1,0), P’ = (cos s,sin s),

M = (cost,sint), M' = (cos(t + s),sin(t + s)),
tengliklarni hisobga olib, (3.9.2) tenglikni

(1 —cost)? +sin?t = [cost — cos(t + s)]? + [sint — sin(t + s)]?

ko‘rinishda yozib olamiz.
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Bundan (3.6.38) asosiy ayniyatni qo‘llab, murakkab bo‘lmagan
hisoblaghlar orqali

cost = cos(t + s) cos s +sin(t + s) sin s

tenglikni hosil gilamiz.
Agar ixtiyoriy a va /3 lar uchun

t=a-f, s=p

desak, yana bir muhim

cos(a — f3) = cos cos f + sinasin 8 (3.9.3)

trigonometrik ayniyatni olamiz. (3.9.3) tenglik qo‘shish formulalari

deb ataladigan ayniyatlar qatoriga kiradi. Ko‘pgina muhim trigono-

metrik munosabatlar aynan (3.9.3) formuladan kelib chigadi.
Masalan, bu tenglikda 5 o‘rniga —f ni olsak, (3.6.40) ga ko‘ra

cos(a + f8) = cosacos f — sin asin 8 (3.9.4)

tenglik hosil bo‘ladi.
Endi § = —a deymiz. U holda (3.6.38) asosiy trigonometrik
ayniyatni qo‘llab,

2 2

cos2a = cos® a — sin a0 = 1 — 2sin® «

munosabatni olamiz.
Demak,

1 — cos a = 2sin? %. (3.9.5)

2. Ushbu bandda biz birlik aylana yoyining uzunligi uchun ko‘ri-
nishdan tabiiy bo‘lgan baho olamiz.

Aytaylik, (z,y) koordinatalik M nuqta birinchi kvadrantda yot-
sin, ya’ni x > 0, y > 0 bo‘lsin. Xuddi yoy uzunligi ta’rifidagi singari
P va M nuqtalarni L. = FyP1 P>...F,_1 P, siniq chiziq bilan shunday
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birlashtiraylikki, #y = P va F,, = M bo‘lib, P, nugtalar S aylanada
yotsin.

Faraz qilaylik, siniq chiziq uchlari soat strelkasiga qarama-qarshi
ravishda joylashgan bo‘lsin, ya'ni bizning holimizda o‘ngdan chap-
ga qarab joylashgan bo‘lsin. Bu degan so‘z, agar Py nuqta (rx, yg)
koordinatalarga ega bo‘lsa, u holda

=0T <Tp_1 < ..<x1<x0=1 (3.9.6)

bo‘lsin.
Bunda bevosita birlik aylananing (3.6.31) ta’rifidan siniq chiziq
uchlarining ordinatalari quyidagi

0= <y1 < ... <Y1 < Yn =19 (3.9.7)

shartni gqanoatlantirishi kelib chigadi.
3.9.1 - tasdiq. Faraz qilaylik, 0 < o < g bo‘lsin. Agar M —

(x,y) nugta birlik aylananing P = (1,0) nuqgtasini o radianga burish
bilan hosil gilinsa,
a < l—-x+ty (3.9.8)

tengsizlik bajariladsi.
Isbot. Agar

(g —2p_1)* + (e — vk 1)? < (J@p — 21| + |k — Yr_1])?

tengsizlikdan foydalansak, (3.9.6) va (3.9.7) tengsizliklarga ko‘ra

|PePio1] = V(@ — 2k-1)? + (Y — Yo1)? <

< ek — 2p—1] + vk — Yr—1] = (@p—1 — %) + (Yr — Y1)

munosabatni olamiz.
Demak,

n

n n
L] = Z|PkPk_1| < Z(xk_l—zvk + Zyk—yk 1
k=1 k=1

k=1
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= (20 —xn) + (Yo —0) =1 —2 +y.
Boshgacha aytganda,

|IL| < 1—2a+y.

Bu tengsizlik chap qismida barcha L siniq chiziglar bo‘yicha aniq
yuqori chegaraga o‘tsak, talab gilingan (3.9.8) bahoni olamiz.l

Natija. Agar 0 < a < g bo‘lsa,

a<1l-—cosa+sina (3.9.9)

tengsizlik o‘rinli bo ladi.

Hagigatan, cos @ = x va sina = y tengliklarni e’tiborga olsak,
(3.9.8) dan (3.9.9) tengsizlik kelib chigadi.

3.9.3 - tasdiq. Faraz qilaylik, 0 < o < g bo‘lsin. Agar M —
(x,y) nugta birlik aylananing P = (1,0) nuqgtasini o radianga burish
bilan hosil gilinsa,

sin «r

1-=< <1 (3.9.10)

|2

«
tengsizlik o‘rinli bo ladi.
Isbot. Avval (3.9.5) tenglik va (3.6.43) baho yordamida

2 2
1l —cosa = 2sin2g < 2(%) - &
2 2 2
tengsizlikni olamiz.
So‘ngra bundan foydalanib, (3.9.9) bahoni
o2
a < 1—-cosa + sina < - + sina
ko‘rinishga keltiramiz.
Bu baho va (3.6.43) dan
o2
o= <sina < « (3.9.11)

tengsizlik kelib chigadi.
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Ravshanki, musbat « lar uchun (3.9.10) va (3.9.11) munosabat-
lar teng kuchlidir.l

§ 3.10. Misollar

1 - misol. Ushbu

1 —coszx

@)=

a, agar x = 0 bo‘lsa

agar  # 0 bo‘lsa,

funksiya @ ning ganday giymatida uzluksiz bo‘lishini aniqlang.
Ko‘rsatma. Quyidagi

Lo X
1—cosw:2s1n2§

ayniyatdan foydalanib, birinchi ajoyib limitni go‘llang.
2 - misol. Limitni hisoblang:

lim (vVa2+pa+qg—ax).

r—+00
Ko‘rsatma. Quyidagi

a?® — b?
a+b

a—b=

ayniyatni qo‘llang.
3 - misol. Tenglikni isbotlang:
1 1 1
lim 08l H D) 1 (3.10.1)
z—0 x Ina
Ko‘rsatma. Logarifm asosini e ga keltirib, (3.7.4) tenglikdan
foydalaning.
4 - misol. Tenglikni isbotlang:

a® —

1
lim =Ina, a > 0. (3.10.2)

r—0 X
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Kof‘rsatma. 3 - misoldan foydalanish magsadida z = log,(1+v)
almashtirish bajaring.
5 - misol. Tenglikni ishotlang:

Vit —1 1
lim—-—— = —.
r—0 x 7

Ko‘rsatma. a” — 1 = (a — 1)(a" ! + a2+ +1) formulani
go‘llang.

6 - misol. [0,1] kesmada aniglangan va barcha [a,b] C [0,1]
kesmalarda chegaralanmagan funksiyaga misol keltiring.

Ko‘rsatma. Ratsional nugtalarda f g = ¢ ko‘rinishda aniq-

langan funksiyani qarang.

7 - misol. Shunday f(x) va ¢g(y) funksiyalarga misol keltiringki,
ular uchun lim f(x) = 0 va limg(y) = 1 bo‘lib, limg( f(x)) mavjud

z—0 y—0 r—0

bo‘lmasin.

Ko‘rsatma. f(r) = msiné va g(y) = sign®y funksiyalarni
qarang.

8 - misol. [—1, 1] kesmada aniglangan va 0 nuqgtada o‘suvchi
bo‘lgan shunday funksiyaga misol keltiringki, u hech qanday 4 > 0
uchun [—4, §] kesmada monoton bo‘lmasin.

Ko‘rsatma. f(z) = x sin? 1 funksiyani qarang.

9 - misol. Agar f funksiag/a butun sonlar o‘gida aniglangan
bo‘lib, uning grafigi x = 0 va x = ¢ (¢ # 0) to‘g‘ri chiziglarga
nishbatan simmetrik joylashgan bo‘lsa, uning davriy ekanini isbot-
lang.

Ko‘rsatma. Shartga ko‘ra

f@) = f(=x),  fleta)=fle—x)

tengliklar bajarilishidan foydalaning.

10 - misol. Dirixle funksiyasi davriy ekanini va har qanday
musbat ratsional son uning davri bo‘lishini isbotlang.

Ko‘rsatma. Bevosita tekshirish orqali isbotlang.
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11 - misol. Agar davriy funksiya eng kichik musbat davrga ega
bo‘lmasa, u yoki har bir nuqtada uzilishga ega yoki u o‘zgarmasga
teng bo‘lishini ko‘rsating.

Kof‘rsatma. Agar yuqoridagi shartni ganoatlantiruvchi funksiya-
ning biror nugtada uzluksizligidan uning o‘zgarmasga tengligini is-
bot qilsak, misol yechilgan bo‘ladi.

Aytaylik Ty, — 0 davrlar ketma-ketligi mavjud bo‘lib, f funksiya,

a

masalan, nol nuqtada uzluksiz bo‘lsin. Ixtiyoriy @ uchun n = T
k

deymiz. U holda
a=niTy + 6T,, buyerda |0 <1.

Endi f(a) = f(0) ekanini ko‘rsating.



IV Bob. Differensiallash

§ 4.1. Funksiyaning hosilasi

Hosila tushunchasi birinchi gqarashda o‘zaro bog‘liq bo‘lmagan
ikki masala tufayli vujudga kelgan. Bu masalalarning birinchisi hara-
katlanayotgan jismning tezligini aniglash bo‘lsa, ikkinchisi esa biror
chiziqga o‘tkazilgan urinmani topishdan iborat. Aslida, bu ikki masala
o‘zaro uzviy bog'liqdir, chunki nugtaning tezligi bu nuqta harakati
traektoriyasiga urinma bo‘lgan vektordir.

1. Tezlik. Nugtaning to‘g‘ri chiziq bo‘ylab harakatini garay-
lik. Bu to‘g'ri chizigni biz koordinatalar o‘qi, ya’ni hagiqiy sonlar
to‘plami deb qaraymiz. Faraz qilaylik, { vaqt momentida nugtaning
koordinatasi «(t) bo‘lsin. Shu nuqgta harakatining tezligini topamiz.

Biror At vaqt oralig‘idan keyin nuqta x(t + At) koordinataga
ega bo‘ladi. Demak, nuqta ¢ dan t + At gacha o‘tgan vaqt ichida
x(t + At) — 2(t) yo'lni

x(t + At) — x(t)

. = 411
Y At (4.1.1)

o‘rtacha tezlik bilan bosib o‘tadi.

Biz nuqtaning { momentdagi tezligini taxminan yuqorida hisob-
langan (4.1.1) o‘rtacha tezlikka teng deyishimiz mumkin. Darhagiqat,
fizik mutaxassis "taxminan" degan so‘zni tashlab yuborib, aynan
(4.1.1) ifodani nugtaning izlanayotgan tezligi deb hisoblagan bo‘lar
edi. Biroq (4.1.1) formulaning kamchiligi shundan iboratki, unda
o‘rtacha tezlik At oraliq giymatga bog‘ligdir, ya’'ni nuqtaning tezligi
notabiiy ravishda har qanday vaqt momentida keyin nima bo‘lishiga
bog‘liq bo‘lib golayapti. (Shuni qayd aytish joizki, XX asrdagi fan
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taraqqiyoti fizik mutaxassisning o‘z nugtayi nazarini himoya qilishi-
ga asos borligini ko‘rsatdi.)

Yugqoridagi kamchilikni bartaraf qilish magsadida At vaqt orali-
g‘ini kichiklashtira boshlab, (4.1.1) kasr o‘zgarishini kuzataylik. Bun-
da, albatta, maxraj nolga intiladi, lekin, shu bilan birga, x(¢) ni ¢
ning uzluksiz funksiyasi deb qarasak, kasr surati ham nolga intila-
di. Bunda qaralayotgan kasr biror v soniga yaginlashishi mumkin.
Aynan shu son nuqtaning ¢ vaqtdagi tezligidir, ya'ni

v lim x(t+ At) —a(t)
At—0 At

. (4.1.2)

Shu paytgacha tezlik tushunchasi to‘g'risida gapirganda uning
ma’nosini aniqlashtirmagan edik. Endi esa biz (4.1.2) munosabatni
to‘g'ri chiziq bo‘ylab harakat gilayotgan nuqta tezligining t¢a’rifi deb
garasak bo‘ladi.

2. Urinma. Eslatib o‘tamiz, biror (a,b) intervalda aniglangan
f funksiyaning grafigi deb R? koordinatalar tekisligidagi koordina-
talari (x, f(x)) bo‘lgan nuqtalar to‘plamiga aytilar edi. Aniqrog‘i, f
funksiyaning I'( f) grafigi quyidagi

I(f) = {(x,y) € R? 1y = f(2), a <2 < b} (4.1.3)

to‘plamdan iborat.

Faraz qilaylik, (¢, f(c)) va (¢ + h, f(c + h)) nuqtalar f funksiya
grafigining ikki har xil nugtalari bo‘lsin. Shu nugtalardan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozamiz:

fle+h) = fle)

y = A (x—c) + f(o). (4.1.4)

Agar biz h ning giymatini kamaytira borsak, f funksiya grafigi-
ning abssissalari ¢ va ¢ + h bo‘lgan ikki nuqtasi orqali o‘tadigan
to‘g'ri chiziq I'(f) grafikning (¢, f(¢)) nuqtasidan o‘tkazilgan urin-
maga yaqinlashib boradi. Bunda urinma tenglamasi (4.1.4) tenglik-
ka ko‘ra (4.1-rasm)

y = k(x—c) + f(o) (4.1.5)
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ko‘rinishga keladi, bu yerda

(4.1.6)

Ola ¢ ct+h b

4.1-rasm

Yuqorida urinma tushunchasi to‘g‘risida gapirganda biz uning
ma’nosini aniglashtirmagan edik. Endi esa biz I'(f) grafikka ab-
ssissasi ¢ ga teng bo‘lgan nuqtada o‘tkazilgan urinma — bu grafigi
(4.1.5) - (4.1.6) ko‘rinishga ega bo‘lgan to‘g‘ri chiziqdir, deb ta'riflashimiz
mumkin.

3. Hosila.

Ta’rif. Berilgan [ funksiya a nugtaning biror atrofida aniglan-
gan bo‘lsin. Bu funksiyaning a nugtadagi hosilast deb quyidagi li-
mitga aytiladi:

lim L2 M) = /(@) (4.1.7)

h—0 h

Odatda f funksiyaning a nuqtadagi hosilasi f’(a) simvol orqali
belgilanadi.

Yuqoridagi (4.1.7) kasr suratini argumentning h orttirmasiga
mos keluvchi [ funksiyaning orttirmast deb atash gabul gilingan.
Kasrni o‘zini esa ayirmali nisbat deb atashadi.
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4.1.1 - misol. Ushbu f(x) = z birlik funksiyani qaraylik. Rav-
shanki,
fla+h)— fla)=(a+h)—a=nh.

Shuning uchun

flath)—f@ h
h h

va demak, istalgan a € R nuqta uchun f’(a) = 1 ekan.
4.1.2 - misol. Ushbu f(z) = 22 kvadratik funksiyani qaraylik.
U holda

fla+h)—f(a) = (a+ h)?—a*=2ah + h2
Shuning uchun

fla+h)y—f(a) 2ah+h?
h B h

=2a-+h

va demak, istalgan ¢ € R nuqgta uchun
f'(a) = lim (2a + h) = 2a
h—0
ekan.
Ta’rif. Agar funksiya a nugtada hosilaga ega bo‘lsa, bu funksiyani
a nuqtada differensiallanuvchi deymiz.
4.1.1 - va 4.1.2 - misollarda qaralgan funksiyalar har ganday

a € R nuqgtada differensiallanuvchidir.
4.1.3 - misol. Agar D(z) Dirixle funksiyasi bo‘lsa,

f(x) = 2*D(x)

funksiya x = 0 nuqtada differensiallanuvchidir.
Haqiqatan,

f(0+h) — £(0) = h®D(h).

Shuning uchun,
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f(O+h) - f(0)
h

bu esa f/(0) = 0 ekanini anglatadi.

Qayd etish kerakki, bu funksiya noldan boshqga hech qanday nug-
tada differensiallanuvchi emas.

Eslatma. Ravshanki, f funksiyaning « nuqtadagi hosilasi
ta’rifini quyidagicha ham yozish mumkin:

f'(a) = lim J@) = J{a) (4.1.8)

r—a xT—a

=hD(h) -0, h—0,

Haqiqatan, agar h = x — a deb yozib olsak, (4.1.7) va (4.1.8)
ta’riflarning o‘zaro teng kuchli ekani ravshan bo‘ladi.

4.1.1 - teorema. Berilgan a nugtoning biror atrofida aniqlangan
[ funksiya shu nugtada differensiallanuvchi bo‘lishi uchun quyidagr

J@) = f@+A-(r—a) +ale)w—a)  (419)

tenglikni qanoatlontiruvchi A o‘zgarmas sonning va a nugtada chek-
siz kichik bo‘lgan a(x) funksiyaning mavjud bo ‘lishi zarur va yetar-
lidir.

Isbot. Ravshanki, (4.1.9) shartni quyidagi

fx) — f(a)

= A
pe— + alx)

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda  — a da «a(x) — 0.

Bu tenglik, shubhasiz, chap tomondagi kasrning limiti mavjud
bo‘lib, u A soniga teng ekanligiga teng kuchlidir, ya’'ni, hosilaning
(4.1.8) ta'rifiga ko‘ra f'(a) = A tenglikka teng kuchlidir.l

1 - natija. Agar a nugtaning biror atrofida aniglangan f funksiya
shu nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, a nugtada cheksiz kichik
bo‘lgan shunday o(x) funksiya topiladiki, u uchun

f(x) = fla) + f(a)(x —a) + a(z)(x — a) (4.1.10)
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tenglik bajariladi.

2 - natija. Agar funksiya biror nugtada differensiallanuvchi bo ‘lsa,
w shu nugtoda uzluksiz bo‘ladi.

Haqiqatan, bevosita (4.1.10) tenglikdan = — a da f(x) — f(a)
ekani kelib chiqadi. Bu esa f funksiyaning a nuqtada uzluksiz ekani-
ni anglatadi.

Chap va o‘ng limitlarning ta’rifidan foydalanib, funksiyaning
chap va o‘ng hosilasi tushunchalarini kiritish mumkin.

Ta’rif. Berilgan [ funksiya a nugtaning biror o‘ng atrofida anig-
langan bo‘lsin. Bu funksiyaning a nugtadagi o‘ng hosilasi deb quyi-
dagi limitga aytiladi:

i L@t = 1)

h—0-+0 h

Funksiyaning nuqtadagi chap hosilasi ham xuddi shunga o‘x-
shash kiritiladi; bunda faqat A — 0 —0 deb limitga o‘tiladi. Chap va
o‘ng hosilalar ba’zan bir tomonlama hosila deb ham ataladi. Albat-
ta, chap va o‘ng hosilalar o‘zaro teng bo‘lishi shart emas. Masalan,
f(x) = || funksiyaning = 0 nuqtadagi o‘ng hosilasi 1 ga va chap
hosilasi —1 ga teng.

Agarda f funksiya [a, b| kesmaning har bir ichki, ya'ni « € (a, b)
nuqtasida differensiallanuvchi bo‘lib, a nugtada f’(a) o‘ng hosila-
ga va b nuqtada f’(b) chap hosilaga ega bo‘lsa va bundan tashqari,
shunday aniqlangan f/(x) funksiya [a,b] kesmaning har bir nug-
tasida uzluksiz bo‘lsa, biz bunday funksiyani |a, b] kesmada uzluksiz
differensiallanuvchi deymiz.

Agar f funksiya biror (a, b) intervalning har bir nuqtasida diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa, istalgan o € (a,b) nuqtada f’(2) son aniglan-
gan bo‘ladi. Boshqacha aytganda, (a,b) intervalda z — f/(z)
funksiya mavjud bo‘lar ekan. Mana shu funksiya f funksiyaning
hosilaviy funksiyasi, yoki sodda qilib hosilast deb ataladi.

Berilgan f funksiyaning hosilasini f/(2) simvol orqali belgilashni
fransuz matematigi J. L. Lagranj kiritgan. Funksiya hosilasi uchun
ko‘p ishlatiladigan yana bir belgilashni nemis matematigi G. V.
Leybnits kiritgan bo‘lib, u quyidagidan iborat:
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df (x) . . df
Ir yoki oddiyroq I
Masalan,
dx?
— = 2.
dx v

4. Differensiallash qoidalari.

Hosilani hisoblash jarayoni defferensiallash deb ataladi. Nav-
batdagi tasdiq differensiallashning chiziqli amal ekanini anglatadi.

4.1.2 - teorema. Agar f va g funksiyalar a nugtada differen-
stallanuvchi bo‘lsa, istalgan A € R va pu € R o‘zgarmaslar uchun
Af(x) + pg(x) funksiya ham shu nugtada differensiallanuvchi bo‘lib,
quyidagt tenglik bajarilads

Af+ug) = N +ug. (4.1.11)
Isbot. Agar

deb belgilasak,

Flo) = Fla) \J@) = fla) | Mg(w) — g(a)
T—a T—a T—a
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Bu tenglikda x — a deb limitga o‘tsak, talab qilingan tenglikni
olamiz:

F(a) = Af'(a) + pg'(a). W
Ko‘paytmani differensiallash qoidasi murakkabroq ko‘rinishga
ega.
4.1.3 - teorema. Agar f va g funksiyalar a nugtada differen-
siallanuvchi bo‘lsa, ularning ko ‘paytmasi f(x)-g(x) ham shu nugtada
differensiallanuvchi bo‘lib, quyidagi tenglik bajarilads

9 =F9+7f49. (4.1.12)



206 Differensiallash 1V Bob

Isbot. Agar

desak,

tenglikni olamiz va shuning uchun,

Flx) - F(a)  [(x) — f(a) 9(@) —g(a)
r—a  xz-a g(:v)+f(a)ﬁ.

4.1.1 - teoremaning 2 - natijasiga ko‘ra, g(x) funksiya, har qan-
day differensiallanuvchi funksiya singari, a nugtada uzluksizdir, ya’ni
x — a da g(x) — g(a). Shunday ekan,  — a da limitga o‘tib, oxirgi
tenglikdan talab gilinayotgan munosabatni hosil gilamiz:

F'(a) = ["(a)g(a) + [(a)g'(a). W

Nisbatning hosilasi yanada murakkab ko‘rinishga ega.
4.1.1 - lemma. Agar g funksiye a nugteda differensiallanu-
1
vehi bo‘lib, g(a) # 0 bo‘lsa, g—:v funksiya a nugtaning biror alrofida

aniqlangan bo‘lib, shu nugtada differensiallanuvchi bo ‘ladi va quyida-

gi tenglik bajariladi:
1\’ g
<§> - (4.1.13)

Isbot. 4.1.1 - teoremaning 2 - natijasiga asosan g(x) funksiya
a nuqtada uzluksiz va shuning uchun u, 3.5.1 - tasdiqga ko‘ra, a

1
nuqtaning biror atrofida noldan farglidir. Demak, shu atrofda ——

g9(z)
nisbat aniglangan.
Agar
1
Flz) = ——
@)= 7
desak,
Fa) - Fa) — —— — L 90 —9@)
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tenglikni olamiz. Demak,
Fl)—F)  g@)—gla) 1

r—a v—a g(x)ga)
Bu tenglikda © — a deb limitga o‘tsak, talab gilingan tenglikka
ega bo‘lamiz:

1
Fla) = —¢'(a [ |
@ = -9
4.1.4 - teorema. Agar f va g funksiyalar a nugtada differen-
f(@)

siallanuwvchi bolib, g(a) # 0 bo‘lsa, g—:v nisbat ham shu nugtada

differensiallanuvchi bo‘ladi va quyidagi tenglik bajariladi:

A A
(Y - S o

Isbot. Biz bu kasrni quyidagi ko‘rinishdagi ko‘paytma deb qara-
shimiz mumkin: F

1
Loyf. 2
g g
Shunday ekan, ko‘paytmani differensiallash hagidagi 4.1.3 - teore-
mani va 4.1.1 - lemmani qgo‘llab, talab gilingan tenglikni olamiz:

i)' )1 .(1)'_’_ g
(9 d g+f g g fg?'

4. Murakkab funksiyani differensiallash.

Avvalgi bobning 3.5 - bandida kiritilgan murakkab funksiyalarni
o‘rganamiz. Chunonchi, y = f(x) funksiya biror £ C R intervalda
aniglangan bo‘lsin. Bundan tashqari, x = () funksiya M C R
intervalda aniqlangan bo‘lib, uning giymatlar to‘plami £ da yotsin.
Ushbu bandda biz M to‘plamda aniglangan va har bir £ € M songa
fle(®)] giymatni mos qo‘yuvchi f(yp) funksiyani o‘rganamiz.

4.1.5 - teorema. Agar @ funksiya a € M nugtada differen-
siallanuvchi bo‘lib, f funksiya bu nugtaga mos b = p(a) € E da
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda

F(t) = fle)
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murakkob funksiya a nugtada differensiallanuvchi bo‘ladi va

Flla) = ['(0) - ¢'(a) (4.1.15)

tenglik bajarilads.

Isbot. Ma’lumki, f funksiya b nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa,
(4.1.10) ga ko‘ra, b nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan shunday «(x)
funksiya topiladiki, u uchun

fa) = (b)) =[f(b) + @) - (w —b) (4.1.16)

tenglik bajariladi.
Agar x = ¢(t) deb, b = ¢(a) ekanini hisobga olsak, (4.1.16) dan

[0 = M@)oy E0=20)

t—a t—a

tenglikni olamiz.

Bu tenglikda ¢ — a deb limitga o‘tsak, talab gilingan (4.1.15)
tenglik hosil bo‘ladi.l

Eslatma. Agar f va ¢ funksiyalar o‘zlari aniqlangan interval-
larning har bir nuqgtasida differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda mu-
rakkab funksiyani differensiallash formulasi ¢ funksiyaning aniqla-
nish sohasidagi barcha ¢ larda o‘rinli bo‘lib, u quyidagi ko‘rinishda

yoziladi:
POl — pien- w0, (4117

Bu (4.1.17) formulani ba’zan <zanjirli qoida> deb atashadi. Agar
t o‘zgaruvchi ham o'z navbatida gandaydir s o‘zgaruvchining
funksiyasi bo‘lsa, ya'ni ¢t = 7(s) bo‘lsa, bu terminni ishlatish sababi
yvanada oydinlashadi. Haqiqatan, bu holda quyidagi

O(s) = flolr(s)]}

murakkab funksiyaning (bu funksiya ba’zan ® = fopor ko‘rinishda
ham belgilanadi) hosilasi

'(s) = fi (@) ()7 (s)
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ga teng bo‘ladi, bunda x = () va t = 7(s).

5. Teskari funksiyani differensiallash.

Eslatib o‘tamizki, biror F to‘plamda aniglangan f funksiyaga
teskari funksiya deb, M = f(F) to‘plamda aniglangan va quyidagi
ikki:

1) istalgan « € £ uchun

)] = o
2) istalgan y € f(F) uchun
Il =y

shartlarni qanoatlantiruvchi f~! funksiyaga aytilar edi.

4.1.6 - teorema. [ funksiya a nugtaning biror atrofida qat’iy
monoton va uzluksiz bo‘lsin. Bundan tashqgart, [ funksiya a nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lib, f'(a) # 0 bo‘lsin. U holda teskari f=1
funksiya b = f(a) nugtada differensiallanuvchi bo‘lib,

) - (4.1.18)

tenglik bajarilads.

Isbot. Albatta, teoremaning shartlari bajarilganda teskari funk-
siya mavjud bo‘lib, u b = f(a) nugtaning biror atrofida aniglangan
bo‘ladi hamda f~1(b) = a tenglik bajariladi. Ana shu atrofdan olin-
gan istalgan y # b son uchun @ = f~!(y) deymiz. Bunda, ravshanki,
f(x) =y bo'lib, x # a bo‘ladi. Shunday ekan,

y—>b - f@) = fla) fl) - fa)

r—a

) = 1) r—a 1 (4.1.19)

Agar y — b bo‘lsa, teskari funksiyaning uzluksizligiga ko‘ra
(3.5.8 - teoremaga qarang), * — a bo‘ladi. Demak, (4.1.19) teng-
likda y — b deb limitga o‘tsak, talab qilingan (4.1.18) tenglikni
olamiz.l
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§ 4.2. Eng sodda elementar funksiyalarning hosilalari

1. Logarifmik funksiyaning hosilasi. Quyidagi
f(z) = Inz, x>0, (4.2.1)

logarifmik funksiyani qaraymiz, bunda Inz simvoli orqali (3.6.30)
tenglik bilan aniqlangan va e soni asos qilib olingan logarifm belgi-
langan, ya'ni Inx = log, x.

Biz bu funksiyani har qanday x > 0 nuqtada differensiallanuvchi
ekanini isbotlaymiz.

Ayirmali nisbat tuzib, uni, logarifm xossalaridan foydalanib, qu-
lay ko‘rinishga keltiramiz:

~ xz/h
In(z + h) lnwl§1n<1+@>lln<1+@> :
x h x x z

h
Agar t = h/x desak, ayirmali nisbatni
In(x 4+ h) — In(x)

h

kabi yozib olish mumkin.
Ixtiyoriy tayinlangan # > 0 uchun h — 0 shartdan ¢ — 0 kelib
chigadi. Agar ikkinchi ajoyib limitdan, ya’ni

1 h
— = In(1 + )t — - 4.2.9
. n(l+t)7" t o (4.2.2)

lim (1+6)Y = e
t—0
tenglikdan foydalansak, logarifmik funksiyaning uzluksizligiga ko‘ra,
lim In[(1 + )" = Ine = 1
t—0
tenglikka ega bo‘lamiz.

Shuning uchun, (4.2.2) tenglikda h — 0 deb limitga o‘tsak, lo-
garifmik funksiya hosilasi uchun

1
(Inz) = p x>0, (4.2.3)
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tenglikni olamiz.
Endi ixtiyoriy a > 0, a # 1 asosli

f(x) = log,x, x>0, (4.2.4)

logarifmik funksiyaning hosilasini hisoblaylik. Agar & asosli loga-
rifmdan « asosli logarifmga o‘tish formulasidan, ya’ni

log,

1 —=
0%a® logy a

munosabatdan foydalanib, b = e desak,

| Inx

08, T = m
tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikni (4.2.3) formuladan foydalanib dif-
ferensiallasak, navbatdagi tasdiqni olamiz.

4.2.1 - tasdiq. (4.2.4) logarifmik funksiya har qanday x > 0
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib,uning hosilasi quyidagi ko ‘rinish-
ga eqga:

1

zlna’

(log, x)' = x> 0. (4.2.5)

2. Kof‘rsatkichli funksiya hosilasi. Agar a > 0 va a # 1
bo‘lsa,
flx) = a*, —oo<2x <o, (4.2.6)

ko‘rinishdagi ko‘rsatkichli funksiyani o‘rganamiz. Ma’lumki, bu funk-
siva R sonlar o‘qgining barcha nuqtalarida aniglangan. Ko‘rsatkichli
funksiyaning har qanday x € R nuqtada differensiallanuvchi ekanini
ko‘rsatamiz.

Buning uchun (4.2.6) ko‘rsatkichli funksiya (4.2.4) logarifmik
funksiyaga teskari ekanini qayd etamiz. Shunday ekan, biz teskari
funksiya hosilasi hagidagi 4.1.6 - teoremadan foydalansak bo‘ladi.
Chunonchi, agar

f(x) = log,x, x>0,
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bo‘lsa,
J7Hy) = a¥, —oo <y < oo,

bo‘ladi.

Ravshanki, 4.1.6 - teoremaning barcha shartlari o‘rinli. Shunday
ekan, (4.2.5) ga ko‘ra, agar x va y sonlar x = a¥ munosabat bilan
bog‘langan bo‘lsa,

1 1

) = [/~ ) = @) = (log, 27 = zlna= a’lna

tenglikka ega bo‘lamiz.
Odatdagi belgilashlarga o‘tsak, navbatdagi tasdigni olamiz.
4.2.2 - tasdiq. (4.2.6) ko‘rsatkichli funksiya har qanday x € R
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib, uning hosilasi quyidagi ko ‘rinishga
eqga:
(a”) = a"lna, —oco <z < co. (4.2.7)

Eslatma. Agar a = e bo‘lsa, (4.2.7) formula nihoyatda sodda
ko‘rinishga keladi:

() = €¥, —oo<w<oo. (4.2.8)
3. Darajali funksiya hosilasi. Ixtiyoriy o € R sonni tayinlab,
flz) = 2%, x>0, (4.2.9)

darajali funksiyani qaraymiz. Ko‘rsatkich ixtiyoriy haqiqiy son bo‘l-
gani uchun, biz bu funksiyani musbat yarim to‘g‘ri chizigda aniqglan-
gan deb hisoblaymiz (hagiqatan, masalan o = —0.5 bo‘lsa, x < 0
lar uchun darajali funksiyani aniglash qiyin).

Logarifmik funksiya xossalaridan foydalanib, (4.2.9) funksiyani
ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalarning superpozitsiyasi sifatida
yozib olamiz:

f(LE) — % lnm.

Shunday ekan, 4.1.5 - teoremani qo‘llasak,

fI(LE) _ ealnz’a.

8=
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tenglik hosil bo‘ladi.

Natijada navbatdagi tasdiqqa kelamiz.

4.2.3 - tasdiq. (4.2.9) darajali funksiya har qanday x > 0 nug-
tada differensiallanuvchi bo‘lib,uning hosilasi quyidagi ko‘rinishga
eqga:

(™ = ax*L (4.2.10)

Eslatma. Agar « ko‘rsatkich ixtiyoriy butun son bo‘lsa, (4.2.10)
formula barcha x # 0 lar uchun o‘rinli bo‘ladi va « ixtiyoriy natural
son bo‘lganda esa, (4.2.10) tenglik barcha x € R lar uchun bajari-
ladi.

4. Trigonometrik funksiyalar hosilalari. 1) Biz

y = sinz, xR, (4.2.11)

funksiyadan boshlaymiz.
Argument orttirmasini h deb, funksiya orttirmasini hisoblaymiz:

sin(z + h) —sinx = 2singcos <w+ g) .

U holda ayirmali nisbatni quyidagicha yozish mumkin:

sin(x + h) —sinz sin bY h
Y = Th cos | x + 5 ) (4.2.12)
2

Birinchi ajoyib limitga ko‘ra, quyidagi

sin —

h—0 = 2—>1
h

2

implikatsiya o‘rinli bo‘ladi.
Shunday ekan, (4.1.12) tenglikda i — 0 deb limitga o‘tsak, kosi-
nusning uzluksizligiga asosan, quyidagi tasdigni olamiz.
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(4.2.11) sinus funksiyasi har qanday x € R nugtada differensial-
lanuvchi bo ‘lth, uning hosilasi quyidagi ko ‘rinishga ega:

(sinx) = cosx. (4.2.13)

2) Endi
y = cosz, r€E€R, (4.2.14)
funksiyani qaraylik.
Keltirish formulalariga ko‘ra,

cosx = sin (g — :E) . (4.2.15)

(4.2.13) tenglikdan va murakkab funksiya hosilasi hagidagi 4.1.5
- teoremadan foydalanib, (4.2.15) tenglikning chap tomonini differ-
ensiallaymiz:

(cosx) = cos (g — :E) (—1) = —sina.

Shunday qilib,

(cosz) = —sinz, 2z €R. (4.2.16)
3) Ushbu

y =tgx, x# g + 7k, keZ, (4.2.17)

tangens funksiyasining hosilasi ham oson hisoblanadi.
Hagiqatan, agar nisbat hosilasi uchun isbotlangan (4.1.14) for-
mulada f(x) = sina va g(a) = cosx desak,

(tgz) — (sinz) cosw —sina(cosx)’  cos?a fsin®z 1
8% = cos?x B cos?x  cos?a
tenglikni olamiz.
Demak,
7r
tgx) = —— =1+tg%a, ~—trk, keZ (4218
(52) = —p— =1 tige, o/ tn (12.18)
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4) Navbatdagi formula ham xuddi (4.2.18) tenglik singari ishot-
lanadi.
1

(ctga) = — e —1—ctg?z, x#7wk, keZ. (4219)

5. Teskari trigonometrik funksiyalar hosilalari.
1) Quyidagi

y = arcsinz, —1<uzx<]1, (4.2.20)

funksiyani qaraymiz.

Bu funksiya I <y < T kesmada aniglangan x = siny funksi-
vaga teskari funksiyadir. Shuning uchun, teskari funksiyani differen-
siallash haqidagi 4.1.6 - teoremani va sinus hosilasi uchun olingan
(4.2.13) formulani qo‘llasak,

1 1

inx) = = 1.2.21
(arcsin ) Sng)  cosy ( )

~—~

tenglikni olamiz.

Endi
cosy = /1 —sin?y = /1 — 22

munosabatni e’tiborga olsak, (4.2.21) tenglikdan navbatdagi tasdiq
kelib chigadi.

4.2.4 - tasdiq. (4.2.20) teskari funksiya har qanday x € (—1,1)
nuqtada differensiollanuvchi bo‘lib, uning hostlasi quyidagi ko ‘rinish-
ga eqga:

1
(arcsing) = ——, —-l<a <l (4.2.22)

V1= 2%
2) Quyidagi

™ .
arccosxr — 5 — arcsima
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tenglikdan
(arccosz) = 1 l<a<l1 (4.2.23)
V1—a? ’ o
formulani olamiz.
3) Endi
y = arctgx, —oo <1z < o0, (4.2.24)

funksiyani qaraymiz.
Bu funksiya —g <y < g kesmada aniglangan x = tg y funksiya-
ga teskari funksiyadir. Shuning uchun, teskari funksiya hosilasi haqi-

dagi 4.1.6 - teoremani va tangens hosilasi uchun (4.2.18) formulani

go‘llasak,
1

(tgy) 1+tg2y

(arctgx) =
tenglikni olamiz.
Demak, tgy = x bo‘lgani uchun,

(arctgx) = —00 < 2 < 00, (4.2.25)

1+ 2%
formulani hosil gilamiz.

6. Eng sodda elementar funksiyalar hosilalari jadvali.

Agar eng sodda elementar funksiyalar hosilasini bilsak, yig‘indi,
ayirma, ko‘paytma va nishatlarni differensiallash haqidagi teore-
malarni va murakkab funksiyani differensiallash qoidasini qo‘llab,
istalgan elementar funksiyani differensiallashimiz mumkin. Shunday
ekan, quyidagi eng sodda elementar funksiyalar hosilalari jadvalini
bilish muhimdir.

19 (@ = ax®=! (2> 0).

20 (log,z) =

1 .
ha (0<a#1, z>0)

3% (@®) = a* Ina (0<a#1, —o0<2z<o0).

40 (sinx) = cosz (—co <z < c0).
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59. (cosx)! = —sinz (—oo <2 < o0).
6°. (tga) = =1+tga (:E#EJrknr, keZ).
cos? 2
1
. (ctgr) = ——5— =—-1—ctg’z (x#kn, keZ).
sin?
1
80, (arcsinz) = —— (~1<x<1).
(aresine)l = J=3 )
1
90, (arccosz) = ———— (—1<x<1).
(arecost) =~ | )
1
0 _
10%. (arCtg.@)l = 1~|»—$2 (—OO<£E<OO)

Eslatma. Istalgan elementar funksiya hosilasi yana elementar
funksiya bo‘ladi.

Elementar funksiyalarni differensiallash bo‘yicha ikki muhim mi-
solni keltiramiz. Bu misollarda a va b ixtiyoriy haqiqiy sonlardir.

4.2.1 - misol. Quyidagi

fx) =In/(z —a)? + b2 (4.2.26)

funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Murakkab funksiyani differensiallash qoidasini qo‘llab,
hosilalar jadvalidan

F(@) = 500l = + 1) = § o 2@ =)

tenglikni olamiz.
Shunday qilib,

r—a
(ln \/ ($ — a)2 + b2 )I = m (4227)
4.2.2 - misol. Quyidagi

f(x) = arctg :E_ba



218 Differensiallash 1V Bob

funksiyaning hosilasini hisoblang.
Yechish. Murakkab funksiyani differensiallash qoidasini qo‘llab,
hosilalar jadvalidan

, r—a\ 1 1

fi(x) = | arctg = 5 7

b . z—a\® b

"\
tenglikni olamiz.
Demak,
arctg — = I L (4.2.28)
% ) T w—aZter -

7. Yuqori tartibli hosilalar.

Agar f funksiya biror intervalda differensiallanuvchi bo‘lsa, bu
intervalda f’(x) funksiya aniglangan bo‘ladi. Albatta, bu yangi f’
funksiya ham shu intervalning biror a nuqgtasida differensiallanuvchi
bo‘lishi mumkin. U holda f’ funksiyaning a nuqtadagi hosilasi f
funksiyaning shu nuqtadagi ikkinchi tartibli (yoki ikkinchi) hosilasi
deb ataladi va f”(a) kabi belgilanadi. Bunda quyidagi

d2
) = 1w = S
belgilashlardan ham foydalaniladi.

Xuddi shu singari, ikkinchi hosila ham garalayotgan intervalning
har bir nugtasida mavjud bo‘lib, u ham differensiallanuvchi funksiya
bo‘lishi mumkin. U holda f funksiya ikkinchi hosilasining hosilasi
f funksiyaning uchinchi tartibli (yoki uchinchi) hosilasi deb ataladi
va i

i 3
"= = s
kabi belgilanadi.

Umuman, agar f funksiya biror intervalda n — 1 tartibli f¢
hosilaga ega bo‘lib, o'z navbatida bu funksiya ham differensiallanuv-
chi funksiya bo‘lsa, uning hosilasi f funksiyaning n - tartibli hosilasi
deb ataladi va

arf

dx™

n—1)

f(n) —
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kabi belgilanadi.

Bunda f funksiya berilgan intervalda n marta differensiallanuv-
chi deb ataladi.

Shunday qilib, n-hosila induktiv ravishda aniglanar ekan:

@) = (@Y = ), =23,

Qulaylik uchun, ba’zan 0 - tartibli hosila deb funksiyaning o‘zi
tushuniladi, ya’'ni

fO@) = fl).

Ba’zi funksiyalarning n-tartibli hosilasini hisoblashga misollar
keltiramiz.

4.2.3 - misol. Quyidagi

f(x) = sinx, —oco < < 00,

funksiyani qaraymiz.
Uning hosilasi

(sinx)’ = cosx = sin (:E + g)
ko‘rinishga ega.

Demak, sinus funksiyasini differensiallash argumentni 7/2 qiy-
matga surishdan iborat ekan. Bundan, induksiyaga ko‘ra,

(sinz)™ = sin (:E + gn) , NeN, —co<z<oo, (4.2.29)
formulani olamiz.

4.2.4 - misol. Quyidagi formula xuddi yuqoridagidek isbotlana-
di:

(cos )™ = cos (:E + gn) , meN, —co<zx<oo. (42.30)
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4.2.5 - misol. Endi navbatdagi
f(x) = Inz, x>0,

logarifmik funksiyani garaymiz.
Uning hosilalari quyidagicha aniglanadi:

_37 aee

1 1
(nz) = =, (Inz)’ = o (Inx)" = "

x
Bu tengliklardan 7 - hosila uchun quyidagi xulosaga kelish mum-
kin:
—1)!
(Ina)™ = (—1)"“(”7), neN, z>0. (4.2.31)
Bu formula bevosita induksiya usuli yordamida isbotlanadi.
4.2.6 - misol. Agar a > 0, a # 1 bo'lsa,

flx) = a*, —oo<2x <o,

funksiyani qaraymiz.
Bu funksiya hosilasi

(@) = a”-Ina

ga teng.

Demak, bu funksiyani differensiallash uchun uni asosning natu-
ral logarifmiga ko‘paytirish kerak ekan. Bundan chiqdi, ko‘rsatkichli
funksiyaning n-hosilasi quyidagi

(@®)™ = ¢® . (Ina)™. (4.2.32)

ko‘rinishga ega bo‘lishini ko‘rish giyin emas.
8. Leybnits formulasi. Agar u va v funksiyalar biror interval-
da n marta differensiallanuwvchi bo‘lsa, wlarning ko ‘paytmasi uv ham

shu intervalda n marta differensiallanuvchi bo‘lib, Leybnits formu-
lasi deb ataluvchi quyidagi
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|
(wo)t™ = k,(ni ulF)y(r=h) (4.2.33)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Bu formulani matematik induksiya usuli orqali isbotlaymiz. Av-
val shuni qayd qgilamizki, n = 1 bo‘lsa, ushbu formula ko‘paytmaning
hosilasi uchun ma’lum bo‘lgan (4.1.12) formula bilan ustma-ust
tushadi.

Endi faraz qilaylik, (4.2.33) formula biror n uchun o‘rinli bo‘lsin.
Yuqori tartibli hosilaning induktiv aniqlanishiga asosan, (n + 1) -
tartibli hosila uchun

tenglikni olamiz.
Demak,

n

(i) NS ) (k) n k), (ki)
(uv) %kz!(n—k;)!u DD IO

n+1 n
n! n!

— (k) ,,(n—k+1) (k), (n—k+1)
Z(k-1>!(n—k+1>!“ v +Zk!(n—k)!“ v '
k=1 k=0
Birinchi yig‘indida oxirgi hadni va ikkinchi yig‘indida birinchi

hadni ajratsak,

(uv) ) = Dy ()
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n n
: () gy(n—k+1)
*Z{ n—k:+1)+k:(n—k:)' wey '
tenglik hosil bo‘ladi.
Bu yerda kvadratik gavsni quyidagi
n! n! B (n+1)!

G—Dln—kt D! K-k  Huotl—k

ko‘rinishda yozsak, (4.2.33) formulani (n+ 1) - hosila uchun olamiz:

(nt1) _ o, (ntD) (1) (n+1)! (), (n—k+1) _
(uv) v+ un +Z AICEREAY uo

n+1
_ Z (DY k) ki)
En+1—k)! '

Endi talab qilinayotgan tasdiq matematik induksiya usulidan
kelib chigadi.

§ 4.3. Funksiyaning lokal ekstremumi

1. Funksiyaning nuqtada o‘sishi va kamayishi.

Ta’vif. Faraz qilaylik, [ funksiya a nugtaning biror atrofida
aniglangan bo‘lsin. Agar a nuqtaning shunday §-atrofi topilsaki, a
nuqtadan o‘ngda funksiya a nugtadagidan katta qiymatlar qabul qil-
sa, ya’'ni

f(x) > fla), a<zx<a+y, (4.3.1)

tengsizlik bajarilsa, a nugtadan chapda esa, funksiya a nuqtadagidan
kichik quymatlor qabul gilsa, ya'ni

flx)y < fla), a—-9d<z<a, (4.3.2)

tengsizlik bajarilsa, u holda [ funksiya a nuqtada o‘suvchi deyiladi.
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A
¥y

urinma

A J

4.2-rasm

Xuddi shunga o‘xshash, a nuqtada kamayuvchi funksiya aniqg-
lanadi.

Agar funksiya hosilasi biror nugtada noldan fargli bo‘lsa, hosi-
laning ishorasi bu funksiyani shu nuqta atrofida o‘sish yoki kamayi-
shini anglatadi.

4.3.1 - tasdiq. Berilgan [ funksiya a nugtaning biror atrofi-
da aniglangan bo‘lib, a nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Agar
f(a) > 0 bo‘lsa, funksiya a nuqtada o‘sadi, agarda f'(a) <0 bo‘lsa,
Sfunksiya a nugtada kamayadsi.

Isbot. Hosilaning (4.1.8) limit ko‘rinishidagi ta'rifiga ko‘ra, istal-
gan € > 0 olganda ham shunday é > 0 topiladiki, u uchun

flla)—e < W < flla)y+e, O0<|z—al <,
shart bajariladi.

Avval, faraz qilaylik, f’(a) > 0 bo‘lsin. U holda £ > 0 ni yetar-
licha kichik olib,

fx) = f(a)

>0, O0<l|r—al <y, (4.3.3)
xr—a

bahoni hosil gilamiz.
Ravshanki, (4.3.3) munosabat (4.3.1) va (4.3.2) tengsizliklarning
bir vaqtda bajarilishiga teng kuchlidir.
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Agarda f'(a) < 0 bolsa ham isbot xuddi shunga o‘xshash
bo‘ladi.l

2. Lokal ekstremum.

Ta’vif. Faraz qilaylik, [ funksiya a nugtaning biror atrofida
aniglangan bo‘lsin. Agar a nuqtaning shunday d-atroft topilsaki, un-
da

flx)y < fla), a—-0<z<a-+td, (4.3.4)

bo‘lsa, u holda [ funksiya a nugtada lokal maksimumga ega deyi-
lads.
Bunda a nuqta lokal maksimum nuqta deb ataladi (4.2-rasm).
Xuddi shunga o‘xshash lokal minimum aniqlanadi, fagat bunda
a nugtaning d-atrofida

flx) > fla), a—-0<z<a-+td, (4.3.5)

tengsizlik bajarilishi zarur.

Bu holda a nuqta lokal minimum nuqgta deb ataladi.

Agar a nuqgta yoki lokal minimum nuqta yoki lokal maksimum
nuqta bo‘lsa, u lokal ekstremum nuqgta deb ataladi.

4.3.1 - teorema (P.Ferma). Agar f funksiya a lokal ekstremum
nuqtasida differensiallanuvchi bo‘lsa, f'(a) = 0 bo‘ladi.

Isbot. Ravshanki, lokal ekstremum nuqtada funksiya o‘suvchi
ham, kamayuvchi ham bo‘la olmaydi. Shuning uchun, 4.3.1 - tas-
diqqa ko‘ra, f’(a) hosila musbat ham, manfiy ham bo‘la olmaydi.
Demak, f'(a) =0 ekan (4.2-rasm ).l

§ 4.4. Chekli orttirma haqidagi teorema

4.4.1 - teorema (M.Roll (M.Rolle)). Berilgan f funksiya
[a,b] kesmada uzluksiz va (a,b) intervalning har bir nugtasida dif-
ferensiallanuvchi bo‘lsin. Agar f(a) = f(b) bo‘lsa, (a,b) intervalda
shunday & topiladiki, f'(¢) = 0 bo‘ladi.
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Isbot. Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra, f funksiya
biror 2, nugtada minimal giymatga va biror 2* nugtada maksimal
giymatga erishadi.

urinma

flay=f(b)

A J

4.3-rasm

Agar f(x,) = f(«*) bo‘lsa, bunday funksiya berilgan kesma-
da o‘zgarmas bo‘ladi. Shuning uchun, uning hosilasi shu kesmada
nolga teng bo‘ladi. Demak, bu holda teoremadagi ¢ sifatida (a, b)
intervalning istalgan nuqtasini olish mumkin.

Agarda f(x«) < f(a*) bo'lsa, f(a) = f(b) shartga ko‘ra, xs va
2* nuqgtalardan kamida bittasi (a,b) intervalning ichida joylashgan
bo‘ladi. Shunday ekan, bu nuqtani & orqali belgilasak, 4.3.1 - Ferma
teoremasiga asosan, f’(£) = 0 tenglikni olamiz.l

Roll teoremasi sodda geometrik ma’'noga ega: agar funksiya in-
tervalning chetki nuqtalarida bir xil giymatlarga ega bo‘lsa, u holda
grafikka o‘tkazilgan urinma biror nuqtada abssissa o‘qiga parallel
bo‘ladi (4.3-rasm).

Roll teoremasi mexanik ma’noga ham ega: agar to‘g‘ri chiziq
bo‘ylab harakatlanayotgan nuqta boshlang‘ich holatiga qaytsa, u
holda uning tezligi biror vaqt momentida nolga aylanadi.

4.4.2 - teorema (J.L.Lagranj). Agar [ funksiya |a,b] kesmada
uzluksiz bolib, (a,b) intervalning har bir nuqtasida differensiallanu-
vehi bo‘lsa, u holda (a, b) interval ichida shunday & nuqta topiladiki,
bu nugtada

J(b) = fla) = ['((©)(b—qa), a<E<b| (4.4.1)
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tenglik bajarilads.
Isbot. Quyidagi

funksiyani qaraymiz.
Bevosita tekshirish orqali

g(a) = f(a),  g(b) = f(a)
tengliklar bajarilishini ko‘rish mumkin.

Demak, g(z) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini qa-
noatlantiradi va shu teoremaga asosan, shunday & € (a,b) nuqta
topiladiki, ¢'(¢) = 0 bo‘ladi. Shuning uchun,

by — f(a
g =re- 1010
—a
Bu tenglik, ravshanki, (4.4.1) munosabat o‘rinli ekanini anglatadi.ll

Natija. Agar f funksiya (a,b) intervalda differensiallanuvchi

bo‘lib, bu intervalning har bir nugtasida

fix) =0
bo‘lsa, shunday C' o‘zgarmas topiladiki, w uchun
f(LE) - Cv LEE(a,b),

tenglik bajarilads.
Haqgiqatan, (4.4.1) ga ko‘ra, har qanday ikki x; € (a,b) va 2 €
(a,b) nugtalar uchun

f@2) = flar) = [z —a1) = 0

tenglik o‘rinli, ya'ni f(x1) = f(x2) = const, bu yerda const orqali
biror o‘zgarmas belgilangan.

1 - eslatma. (4.4.1) formulaning geometrik ma’nosi quyidagi-
dan iborat: differensiallanuvchi funksiya grafigining istalgan ikki a
va b abssissalik nuqtalaridan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq uchun grafik-
ning ¢ abssissalik shunday nuqtasi topiladiki, grafikka shu nuqtada
o‘tkazilgan urinma o‘sha to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘ladi (4.4-rasm).
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F 3

4

maé

wri?

v

4.4-rasm

2 - eslatma. Agar (4.4.1) formulada a = x va b = x + h desak,
bu formula

flea+h)—fl@) = f/(€)-h, xz<&<ath, (4.4.2)

ko‘rinishga keladi.

Bu (4.4.2) tenglikning chap tomonida f funksiya argumentining
h orttirmasiga mos kelgan chekli (ya’ni limitga o‘tilmagandagi) ort-
tirmasi turibdi. Shu sababli, (4.4.2) formula (shu bilan birga (4.4.1)
formula ham) chekli orttirmalar formulasi deb ataladi.

3 - eslatma. Modomiki (4.4.2) formuladagi £ nuqta x va x + h
nuqtalar orasida yotar ekan, 0 < @ < 1 shartni gqanoatlantiruvchi
shunday # nuqta topiladiki, u uchun & = = + 6h tenglik bajariladi.
Shuning uchun (4.4.2) formulani quyidagi

flx +h)— f(x) = flx+0h)h, 0<0<1,

ko‘rinishda yozish mumkin. Shubhasiz, bu tenglikda 6 nuqta & va h
larga bog'ligdir.

Navbatdagi formula Lagranj chekli orttirmalar formulasining
umumlashgan holidir.

4.4.3 - teorema (O.Koshi). [kki f va g funksiyalar |a,b] kesma-
da uzluksiz va (a, b) intervalning har bir nuqtasida differensiallanuv-
chi bo‘lsin.
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Agar g funksiyaning hosilasi (a, b) intervalning barcha nuqtalari-
da noldan farqli bo‘lsa, bu interval ichida shunday & nugta topiladiki,

u uchun £ - £ e
— fla
g(b) - g(a) a g/(g) ’ a <& <b, (443)
tenglik bajarilads.
Isbot. Quyidagi

p(a) = [f (@) = f(a)llg(b) —g(a)] = [g(x) —g(a)][f(0) — f(a)] (4.4.4)

funksiyani qaraymiz.
Ravshanki,

p(a) = ¢(b) = 0.
Demalk, ¢ funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini ganoat-
lantiradi va shu teoremaga asosan, shunday & € (a,b) nuqta topi-
ladiki, ¢'(£) = 0 bo‘ladi. Shuning uchun, (4.4.4) ga ko‘ra,

F(©lg®) — gla)] = g (O (b) — f(a)] = 0. (4.4.5)

Ravshanki, g(b) — g(a) # 0, chunki barcha x € (a,b) nuqtalar-
da ¢'(x) # 0 bo‘lgani uchun g(a) = g(b) tenglik Roll teoremasiga
zid bo‘lar edi. Shunday ekan, (4.4.5) tenglikning har ikki tomoni-
ni ¢'(¢)[g(b) — g(a)] songa bo‘lib yuborsak, talab gilingan (4.4.3)
tenglikni olamiz.l

Koshi teoremasi limitlarni hisoblashda asqotadi. Darhagiqat, v

ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochishda u nihoyatda foydalidir.
Chunonchi, agar

lim f(2) = lim g(x) =0 (4.4.6)
bo'lsa, x — a da % nisbat % ko‘rinishdagi aniqmaslikka ega
g(x

deyiladi.
Mana shu anigmaslikni ochish deganda biz

tim L) (4.4.7)
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limitni, u mavjud bo‘lgan hollarda, hisoblashni tushunamiz.

Xuddi shu singari x — a + 0 da % anigmaslik tushunchasi kiri-
tiladi.

Navbatdagi teorema shunday anigmaslikni ochishning bir usulini
beradi.

4.4.4 - teorema (Lopital qoidasi). Ikki f va g funksiyalar
a < x <a+d intervalda differensiallanuvchi bo‘lib, shu intervalda
g'(x) # 0 bo‘lsin. Bundan tashqari

lim f(x)= lim g¢g(z) =0 (4.4.8)

r—a+0 r—a+0
tengliklar bajorilsin.
U holda, agar quyidagi (chekli yoki cheksiz)
[ (@)

r—a+0 g/ (:E)

limit mowvjud bo‘lsa,

lim @
r—a+0 g :E)
limit ham mavjud bo‘lib,
!/
lim /@) = lim /() (4.4.9)

tenglik bajarilads.
Isbot. [ va g funksiyalarni ¢ nugtada nolga teng deb aniglaymiz
(e’tibor bering, f va g funksiyalar ¢ nuqtada aniqlanmagan edi):

Endi bu ikki funksiya [a, x| kesmada uzluksiz bo‘lib, Koshi teo-
remasining barcha shartlarini qanoatlantiradi.

Faraz qilaylik, {x,} - @ nuqtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy ketma-
ketlik bo‘lsin. Koshi formulasini go‘llab,

fan)  flea) = fl@) [ (4.4.10)

g(zn)  glen) —gla) g6
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munosabatni olamiz, bu yerda &, nuqta a < &, < x, shartni qanoat-
lantiradi. Ravshanki, oxirgi tengsizlikdan x,, — ¢4+0 = &, = a+0
implikatsiya kelib chigadi. Shunday ekan, agar (4.4.10) munosabat-
ning o‘ng tomonidagi kasrning limiti (chekli yoki cheksiz) mavjud
bo‘lsa, uning chap tomonidagi kasr limiti ham mavjud bo‘lib, bu
limitlar o‘zaro teng bo‘ladi.l

Navbatdagi natija teorema isbotidan bevosita kelib chigadi.

Natija. Agar 4.4.4 - teorema shartlari chap limitlar uchun o‘rinli
bo‘lsa, u holda teorema tasdig‘c ham chap limitlar uchun o‘rinli
bo‘ladi. Agar bordi-yu 4.4.4 - teorema shartlari oddiy (ikki tomonla-
ma) limitlar wchun o‘rinli bo‘lsa, teorema tasdig‘ic ham bunday lim-
itlar uchun o‘rinli boladi.

4.4.1 - misol. Limitni hisoblang:

A i S22
x—0 LE+2£E2

Lopital qoidasini go‘llab,
2cos2x

A =1 = 2

tenglikni olamiz.
4.4.2 - misol. Limitni hisoblang:
1— 2
A iy Locos2r
=0 22 + sin
Lopital qoidasini go‘llab,
A — lim 2 sin.2:v
z—0 2z + sin 2x
tenglikni olamiz.
Yana bir marta Lopital qoidasini qo‘llasak,

4 2
A — Jim o8t
x—0 2+ 2cos 2z

tenglikni olamiz.
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§ 4.5. Teylor formulasi

1. Teylor ko‘phadlari. Agar f funksiya a nugtaning biror
atrofida differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda, yuqorida ko‘rganimizdek,
x — a da cheksiz kichik bo‘lgan shunday a(z) funksiya topiladiki,
u uchun quyidagi

f@) = fla)+ f(a) (x —a) + o(z) (v — a)

tenglik bajariladi. Bu formulaning o‘ng tomonidagi birinchi ikki hadi
quyidagi chizigli funksiyadir (ya’ni birinchi tartibli ko‘phaddir):

P(z) = f(a)+ f'(a)(x —a).
Ravshanki, bu funksiya uchun

Pa) = [f(a), P'(a) = ['(a)

tengliklar o‘rinli bo‘lib, u a nugtaning yetarlicha kichik atrofida
berilgan f(x) funksiyaga istalgancha yaqin bo‘ladi.

Endi, faraz qilaylik, f funksiya e nuqtaning biror atrofida n
- tartibgacha hosilalarga ega bo‘lsin. Shunday n - tartibli P(x)
ko‘phad topishga harakat gilamizki, uning n - tartibgacha barcha
hosilalari f funksiyaning mos hosilalariga teng bo‘lsin, ya’ni

P(a) = f(a), Pa)=f(a), .., P"™(a)=f"a) (45.1)

tengliklar bajarilsin.
Shu magsadda n - tartibli Teylor ko‘phadi deb ataluvchi ko‘phadni
quyidagi tenglik orqali aniglaymiz:
- (x —a)*

k=0

Ravshanki, 2 = a bo‘lganda

Fala, f) = [(a)
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tenglik o‘rinli.
Bundan tashqari, bevosita ta’rifdan

)k—l

Pala. ) = 2 1 79@—@ = al)
k=0

k=1

tengliklarni olamiz.
Yoki, yvig‘indi indeksini bir birlikka sursak,

|
-

n

Pl(x, f) = FE ()

0

(x—a)*

Kl = Poa(a, f)  (45.2)

T

bo‘ladi.
Demak, 2 = a bo‘lganda,

Po(a, f) = Paca(a, f) = f(a).

Endi, isbotlangan (4.5.2) munosabatni differensiallasak,

Pi(a, f) = Poa(x f) = Paala, f)

va, shuning uchun,

Pp(a,f) = Paaa, f) = f(a).

Shu mulohazalarni davom ettirib, Teylor ko‘phadining (4.5.1)
tengliklarni qanoatlantirishini ko‘rsatish qiyin emas. Demak, Tey-
lor ko‘phadi biz izlayotgan ko‘phad ekan. Shu sababli, bu ko‘phad
berilgan funksiyaga yuqori tartibli aniglikda yaginlashishini kutish
ta’biiydir. Bunga mos tasdiq Teylor formulasi orqali beriladi. Teylor
formulasi yordamida biz

R(x) = flo) — Pulx, f)

ayirmani sodda ko‘rinishga keltirib, uning uchun kerakli baholarni
olamiz.
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2. Teylor formulasi. Ushbu bandda biz yuqorida gayd etilgan
Teylor formulasini isbotlaymiz va shu bilan birga, R(x) qoldiq had
uchun turli ifodalar olamiz.

“es 4.5.1. Berilgan n natural soni uchun [ funksiya a nugtan-
ing biror atrofida n+1 - tartibli hosilaga ega bo‘lsin va x ko‘rsatilgan
atrofning xtiyoriy nugtast bo‘lsin.

Bundan tashqari, G(t) funksiya qayd etilgan atrofda differensial-
lanuwvchi bo‘lib, t # x bo‘lganda G'(t) # 0 bo‘lsin.

U holda x va a orasida yotuvchi shunday & nuqta topiladiki, u
uchun

no k)
@ -3 L ap = B (53
k=0

formula o‘rinli bo‘ladi, bu yerda

G(x) —G(a) f&1Y(E)

i@ = =G T (= (4.5.4)
Isbot. Agar
Ft) = > 1P % (4.5.5)
k=0
desak,
Py - o+ Y [ S e 0
k=1 k! (k —1)!
bo‘ladi va, tegishli qisqartirishlarni amalga oshirib,
(n+1)
F’(t) = le(t) (LE _ t)n (4.5.6)

tenglikni olamiz.
Endi quyidagi
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Koshi formulasidan foydalanib,

G(x) — G(a)

Fl@) = Fla) =

F'(¢)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Agar (4.5.6) ni hisobga olsak, bu tenglik

G —G@) [ .,
T

F(x)— F(a) = (4.5.7)
ko‘rinishga keladi.
Nihoyat, F' funksiyaning (4.5.5) ta'rifidan bevosita kelib chiqadi-

gan
n

(k)
) - Pa) = f@ - Y 0o

k=0

tenglikni  (4.5.7) ga qo‘ysak, talab qilingan (4.5.4) munosabatni
olamiz.l

1 - natija (Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor for-
mulasi). Berilgan n natural soni uchun f funksiya a nugtaning
biror atrofida n+1 - tartibli hostlaga ega bo‘lsin. U holda ko ‘rsatilgan
atrofdan ixtiyoriy x nugta olganda ham x va a oraside shunday &
nuqta topiladiki, uw uchun quyidagt formula o‘rinli bo‘ladi:

noplk)
@ - Y E0e ¢ Rap@] @5
k=0
bu yerda
(n+1)
Rpyi1(x) = f(nfl()g')(m —a)™L, (4.5.9)

Isbot. 4.5.1 - teoremada
Gt) = (x—t)"t!

deb olamiz.
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U holda
G'(t) = —(n+Dx—-1)"

bo'lib, G(z) — G(a) = —(x — a)™'! tenglikka ko‘ra,
Glx)—Ga)  (x—a)"*!

G'(¢) (n+1)(x -

Shuning uchun (4.5.4) tenglikning o‘ng tomoni

(x —a)"tt  fD(g) F(E)
(n+ D{x =& n! (n+ 1)!

n+1

(x—&" = (2 — a)
ko‘rinishga keladi va, natijada, talab qilingan (4.5.9) tenglikni
olamiz.l

(4.5.9) dagi ifoda Teylor formulasining Lagranj ko‘rinishidagi
goldiq hadi deyiladi.

2 - natija (Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor for-
mulasi). Agar 4.5.1 - teoremada

Gt) = x—t
desak, ravshanki,
G G _
G'(&)
bo‘ladi.
Shuning uchun (4.5.4) tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda
(n+1)
Rup@) = Z 8 ooy (4510

ko‘rinishga keladi va u Koshi ko‘rinishidagi qoldiq had deyiladi.l
3 - natija (Shlomilx-Rosh ko‘rinishidagi qoldiq hadli Tey-
lor formulasi).
Ixtiyoriy p natural sonni tayinlab, 4.5.1 - teoremada

G(t) = (x—1)

deb olamiz.
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U holda, ravshanki,

G(x)—G(a)  (x—a)
G'(&) ple — &Pt
Shuning uchun (4.5.4) tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda
(n+1)
@) = B @oap@ogrrt s

ko‘rinishga keladi va u umumiy ko‘rinishdagi yoki Shlomilx-Rosh
ko‘rinishidagi qoldiq had deyiladi.l

Eslatma. Teylor formulasida @ = 0 bo‘lganda uni ba’zan Mak-
loren formulasi deb ham atashadi:

2) (3)
fw) = 1) + fo 1 I 0y
(n)
4 m(o)x" b Raa), (4.5.12)
bu yerda
(n+1)
R, (x) = Q”L%ll()i)anrl’ 0< 2 < 1. (4.5.13)

Bu tenglikda ¢ qiymat x va n larga bog‘liq, ya'ni & = &,(x).
3. Kofrsatkichli funksiya yoyilmasi. Quyidagi

ko‘rsatkichli funksiyaning a = 0 nugtada Teylor formulasi bo‘yicha
yoyilmasini (Makloren yoyilmasini) topamiz.

Ravshanki, f(”)(x) = e*. Demak, f"(0) = 1. Shuning uchun,
(4.5.11) formulaga ko‘ra,

2 [E3 [E4 "

X
r _ P
e =14+ 2z + o + o + m +...n! + Rp(z)  (4.5.14)
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tenglik bajariladi, bunda

et g
R.(x) = ¢ CESI O<x<1'

(4.5.15)
4. Sinus yoyilmasi. Quyidagi

f(x) = sinz
funksiyani qaraymiz.
Ma’lumki,
f™2) = sin (:E + gn) .
Demak,

S(0) = sin (%)

Shuning uchun,

F0) = (=D)*=1, agar n = 2k — 1 bo'lsa,
= 0

agar n = 2k bo‘lsa.

Natijada,
. 2 2® 2
sinx = 3 +H = +
p2k—1 ~
+ 1)’“—1(%_1), + Rp(w), (4.5.16)
bu yerda

~ , 72k + 1)\ a%kt! ¢

R = 0<><1. (4517
k(x) = sin <£+ 5 ) R ( )
5. Kosinus yoyilmasi. Quyidagi

f(x) = cosx

funksiyani qaraymiz.
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Ma’lumki,
f™(x) = cos (:E + En) .
Demak,
() — ™
F0) = cos( 5 )

Shuning uchun,

f(n)(()) (—1)*, agar n = 2k bo'lsa,
0, agar n = 2k + 1 bo‘lsa.
Natijada,
r? ot af . 22k N
=1 -5t — = e (-1 4.5.1
CoS X 1 5 + m ol +o (1) (2! + Ri(xz), (4.5.18)
bu yerda

= T2k +2)\ a2 ¢
B 2 <1 (4519
Ri(x) = cos <£+ 5 ) DI 0<2<1 )

6. Logarifin yoyilmasi. Modomiki Inx funksiya manfiy argu-
mentlarda aniglanmagan ekan, uni 2 = 0 nuqta atrofida Makloren
formulasi bo‘yicha yoyish mumkin emas. Odatda bu funksiya o‘rniga

f(x) = In(1+4+2), x>-1,

funksiya olinadi. Yangi funksiya x = 0 nuqta atrofida aniglangan va
cheksiz marta differensiallanuvchidir.
Agar n > 1 bo‘lsa, hosila uchun
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Yana f(0) = 0 tenglikni hisobga olsak, > —1 bo‘lganda

2 3 4

In(1+a) = x—%+%—%+...+(— ) 19@ + Rn(2) (4.5.20)
yoyilma hosil bo‘ladi, bunda
(=p* ot §
R, = . , 0< =<l 4.5.21
@ = aver nrr 0<% (4:5.21)

7. Asimptotik yoyilma. Agar M,,; orqali qaralayotgan funksi-
yaning (n + 1)-tartibli hosilasining aniq yuqori chegarasini belgi-
lasak, Teylor formulasidagi qoldiq had M, {1(x — a)"*! ifoda orqali
yugoridan baholanadi. Biroq, Teylor formulasining ko‘pgina tad-
biglarida qoldiq had qanday M, koeffitsient bilan baholanishi
emas, balki 2 — a da uning (z—a)”*! kabi nolga intilishi muhimdir.
Shu munosabat bilan avvalgi bobda kiritilgan quyidagi belgilashni
eslatamiz: agar shunday o‘zgarmas C' > 0 topilsaki, barcha x € F
larda

[f@)| < Clg(x)], x€kE,

tengsizlik bajarilsa, biz

fla) = Og(x)), xek,
deymiz.
4.5.2 - teorema. Berilgan [ funksiya biror n natural son uchun
a nugtaning biror atrofida n - tartibli hosilaga ega bo‘lib, bu hosila
a nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda a nugtaning shunday
V(a) atrofi topiladiki, unda quyidagi formula o‘rinli bo‘ladi:
n
-

k=0

FLo(@—a)"), xeV(a). (4.5.22)

Isbot. Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasida n
o‘rniga n — 1 olib, uni f funksiyaga qo‘llaymiz:
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Shartga ko‘ra f( (r) funksiya a nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lgani uchun

SO = )+ S @) € - a) + @)@ - a)

tenglik o‘rinli bo‘lib, bunda «/(&) - argument £ — a da cheksiz kichik
funksiyadir. Albatta, a nugtada cheksiz kichik bo‘lgan har ganday
funksiya shu nugtaning biror V(a) atrofida chegaralangandir. Shu
sababli oxirgi tenglikdan quyidagi munosabatni olamiz:

FE) = ™)+ O@ —a), xeVia). (4.5.24)

Endi, (4.5.24) bahoni (4.5.23) ning oxirgi hadiga qo‘llab, o‘z-
o‘zidan ko‘rinib turgan

(x—a)” Oz —a) = O((x —a)"*)

munosabatdan foydalansak, talab gilingan (4.5.22) tenglikni olamiz.ll

Isbotlangan (4.5.22) formula f funksiyaning a nuqta atrofidagi
asimptotik yoyilmast deyiladi. Bu formulada o‘ng tomondagi ko‘phad
f funksiya bilan, umuman aytganda, ustma-ust tushmasada, u f
funksiyadan ko‘phad darajasidan yuqoriroq tartibli cheksiz kichik
miqgdorga farq qiladi. Yoyilmaning nomi yunoncha <asimptotos>,
yva'ni < ustma-ust tushmaydi> degan so‘zdan olingan.

Bu formula ko‘pincha a = 0 bo‘lganda qo‘llaniladi. Bu holda
(4.5.22) formula quyidagi ko‘rinishga keladi:

flx) = z”: f“:l(())mk + O™, xeVv(0). (4.5.25)
k=0 )

Ba’zi eng sodda elementar funksiyalarning noldagi asimptotik
yoyilmalarini keltiramiz.
1) Eksponentaning yoyilmasi:

| 2z 2 Ot 15.26
e’ = +$+E+§+“’+H+ (iE ) ( )
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2) Sinusning yoyilmasi:

¥ 25 2
sing = & — -y +H =T +
et T e, (4.5.27)
(2n — 1!
3) Kosinusning yoyilmasi:
cosx = 1 —m—Q A Fob (=1 i O(x?+2). (4.5.28)

AT 6l (2n)!

Keltirilgan formulalar turli limitlarni hisoblashda asqotadi.
4.5.1 - misol. Limitni hisoblang:
1 —cosx cos2x cos3zx

li . 4.5.29
xl—% 1 —coszx ( )

Kosinusning O(x*) aniglikdagi asimptotik yoyilmasini qo‘llasak,
(4.5.29) kasrning surati uchun

1 —cosx cos2x cos3dx =

S (1—$—2+0( ))(1—4i+0( ))(1-9i+0( ))

1 ( 14; (x4)> _ T2 4 Ot (4.5.30)

ifodani olamiz.
Xuddi shu usulda maxrajni quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:

x? x?
l—cosx=1-— (1 - + O(£E4)> =5 + O(xh). (4.5.31)

Endi (4.5.30) va (4.5.31) ni (4.5.29) kasrga qo‘ysak,
1 —cosx cos2x cos3x T2 +O(z?) 14+ O(2?)

1 —cosa B %2+O(ac4) 14+ 0O(x?)

tenglik hosil bo‘ladi. Bundan yuqoridagi limit 14 ga teng ekanligi
kelib chigadi.
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§ 4.6. Differensiallar

1. Birinchi differensial. Faraz qilaylik, f funksiya a¢ nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsin. Argumentning h ga teng orttirmasiga
mos kelgan f funksiyaning orttirmasini quyidagi ko‘rinishda belgi-
laymiz:

Af(a,h) = fla+h)— f(a). (4.6.1)

Bu orttirmani, (4.1.10) formulaga ko‘ra, quyidagi h — 0 =
ala, h) — 0 implikatsiyani qanoatlantiruvchi biror a(a, k) yordami-
da

Af(a,h) = f'(a)h + afa, h)h (4.6.2)

kabi yozish mumkin.

Funksiya orttirmasining A ga nisbatan chizigli bo‘lgan f’(a)h
hadi f funksiyaning a nuqtadagi differensiali deyiladi va u df (a, h)
orqali belgilanadi. Shunday qilib,

df(a,h) = f'(a)h. (4.6.3)

Agar f funksiya biror intervalning har bir nuqtasida differensial-
lanuvchi bo‘lsa,uning differensiali ikki = va h o‘zgaruvchilar funk-
siyasi bo‘lib, u h bo‘yicha chiziglidir:

df(LE, h) - fI(LE)h,

An’ana bo‘yicha h o‘zgaruvchini dx deb belgilashadi va bu holda
differensial quyidagi ko‘rinishga keladi:

df (v, dx) = f'(x)dz,
yoki yanada qisqa qilib,
df = f'(x)dx (4.6.4)

kabi yoziladi.
Masalan,
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d(sinz) = cosx dux.
Yana bir misol:

1 1 dx
. 5 dr — — .
tgr cos?xw sinx cos x

d(lntgx) =

2. Birinchi differensial ko‘rinishining invariantligi. Ba’zan
x argumentning o‘zi yangi ¢t o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi. Mana
shunday holda f(z) funksiyaning differensialini topaylik. Buning
uchun,

() = fx) = fla(t)] (4.6.5)

murakkab funksiyani { argumentning di orttirmasiga mos kelgan
orttirmasini izlaymiz. Agar f va x funksiyalar differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda I murakkab funksiya ham differensiallanuvchi bo‘ladi
va

dF = dF(t,dt) = F'(t)dt = f'|z(t)]2'(t)dt (4.6.6)

tenglik bajariladi.
Endi, dv = 2/(t)dt bo‘lgani uchun, (4.6.6) tenglikni quyidagi
ko‘rinishda yozib olamiz:

dF = f'(z)da. (4.6.7)
Ikki (4.6.5) va (4.6.7) tengliklardan
df = f'(x)dx (4.6.8)

munosabat kelib chigadi.

Shunday qilib, ¢ argumentining o‘zi ham biror yangi o‘zgaruv-
chining funksiyasi bo‘lsa, f(x) funksiyaning (4.6.8) birinchi differ-
ensiali xuddi (4.6.4) kabi ko‘rinishga ega bo‘lar ekan. Bu yerdagi
yagona farq shundaki, (4.6.8) tenglikda dx - funksiyaning differen-
sialidir va bu tenglikni aslida quyidagi ma'noda tushunish zarur:

df (t,dt) = f'(x(t)) da(t,dt).
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Yuqoridagi (4.6.8) tenglik birinchi differensial ko ‘rinishining in-
variantligi deb nomlanadi.

3. Ikkinchi differensial. Faraz qilaylik, f funksiya biror inter-
valda ikki marta differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiya differen-
siali quyidagi

df (z,dx) = f'(z) do

ko‘rinishga ega bo‘lib, u dz orttirmaning har bir tayinlangan qiy-
matida x o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi bo‘ladi. Bu
o‘zgaruvchiga h orttirma bersak,

df (w+h,dx)—df (x,dx) = [ f'(x+h)—f'(x)|dx = [f"(x)+alx, h)|hdx

munosabatni olamiz, bunda h — 0 da «(x, h) — 0.

Birinchi differensialning differensiali birinchi differensial orttir-
masining i ga nishatan chizigli gismi bo‘lib, u quyidagi ko‘rinishga
egadir:

f"(x) h de.

Bu ifodaning h = dx dagi qiymati f funksiyvaning ikkinchi diffe-
rensiali deb ataladi va d2f = d? f(x, dx) kabi belgilanadi. Shunday
qilib,

df = f"(x) (dx)?, (4.6.9)
yva’ni ikkinchi differensial dx orttirmaning kvadratik funksiyasi ekan.

Masalan,
d*(sinx) = —sina (dx)?.

Endi z argument yangi ¢ o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lgan hol-
da f(x) funksiyaning ikkinchi differensialini topamiz. Chunonchi,
quyidagi murakkab funksiyani qaraymiz

P() = f(2) = fla(0)] (4.6.10)

va uni { argumentning dt orttirmasiga mos kelgan ikkinchi differen-
sialini hisoblaymiz.
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Agar f va x funksiyalar ikki marta differensiallanuvchi bo‘lsa,
u holda F' murakkab funksiya ham ikki marta differensiallanuvchi
bo‘lib,
F'(t) = fle®) @01 + flx(0))" (1)
tenglik bajariladi.
Demak,

d*F = d®F(t,dt) = F'(t)(dt)* = f"[a@)][2'(t)dt]*+ f'[x())a" (1) (dt)>.
(4.6.11)
Agar, (4.6.9) ta'rifga ko'ra, 2(t)(dt)? = d?z ekanini hisobga
olsak, u holda (4.6.10) va (4.6.11) dan

d2f = f"(x)(dx)* + f'(x)d%x (4.6.12)

munosabatni olamiz.

Endi (4.6.9) va (4.6.12) ni taqqoslasak, shuni ko‘rish mumkinki,
x o‘zgaruvchi boshqa t o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lgan vaqtda,
ikkinchi differensialga qo‘shimcha f’(2)d?x had qo‘shilar ekan, bun-
da d%x - x o‘zgaruvchining ikkinchi differensialidir. Shunday qilib,
ikkinchi differensial ko‘rinishi invariantlik xossasiga ega emas ekan.

4. Ixtiyoriy tartibli differensiallar. Berilgan f funksiyaning
n-tartibli differensiali (n — 1)-tartibli differensialning differensiali
sifatida induktiv ravishda aniqlanib,

& f = FO () (da)" (4.6.13)

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Hagigatan, faraz qilaylik, f funksiya biror intervalda n marta
differensiallanuvchi bo‘lib, uning (n — 1)-differensiali aniglangan va
bu differensial uchun

PV f = U (@) (da) ! (4.6.14)

tenglik o‘rinli bo‘lsin.

Bundan chiqdi, f funksiyaning aniqlanishiga ko‘ra, (n—1)-tartibli
differensial x o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lar
ekan. Demalk,
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A" (ot h, de)—d 7 f(a, de) = [fO D (@ rh)— "D (@)] (da)" 7t =

— [f™ (@) + alz, B)|h (dx)™2.

Ravshanki, bu orttirmaning & bo‘yicha chiziqli gismi

F™ (@) h (doy! (4.6.15)

ga teng. Ushbu (4.6.15) ifodaning h = da dagi qiymati f funksiya-
ning n-differensiali deyiladi. Shunday ekan, bu ta’rif va (4.6.14)
tenglikdan (4.6.13) formula bevosita kelib chigadi.

Agar x o‘zgaruvchi yangi ¢t o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lib, n >
2 bo‘lsa, f funksiyaning n-differensiali uchun formula murakkabroq
ko‘rinishga ega ekanini ko‘rsatish qiyin emas. Boshqacha aytganda,
n-differensial ham, ikkinchi differensial kabi, invariantlik xossasiga
ega bo‘lmaydi.

Eslatma. Teylor formulasi differensiallarda quyidagicha yozila-

di:

d _df d2f  d&df  df arf R
fla+ w)—f(w)*ﬁJF?JF?JFTJF---JFWJF 1 (@),
bu yerda

m+1

§ 4.7. Kompleks giymatli funksiyalarni differensiallash

Ta’rif. Kompleks qiymatli va x hagiqiy o‘zgaruvchili f(x) funk-
styaning * = a nuqtadagi hostlasi deb quyidagi limitga oytiladi:

i f@) = @

rT—a T —a

= fl(x). (4.7.1)
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4.7.1 - tasdiq. Kompleks qiymatl va x hagiqiy o‘zgaruvchili
f(z) = u(x)+iv(z) funksiya differensiallanuvchi bo lishi uchununing
haqgiqiy u(x) va mavhum v(x) qismlarining differensiallanuvchi
bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot bevosita hosila ta’rifidan kelib chigadi.

Ravshanki, kompleks qiymatli funksiya hosilasi

@) = J/(x) +iv'(x) (4.7.2)
ga teng.
Masalan, agar
e(r) = cosx+isinz
bo‘lsa,
e(z) = —sinx +icosx
bo‘ladi.

Kompleks qiymatli funksiyalarni differensiallash amali xuddi ha-
qiqiy funksiyalar holidagidek xossalarga ega.
Misol tariqgasida ikki kompleks qiymatli funksiyalar ko‘paytmasi-
ning hosilasi uchun
(fg9) = F'g+fg (4.7.3)

formulani isbotlaymiz.
Faraz qilaylik, f = u + iv va g = p + ig funksiyalar differensial-
lanuvchi bo‘lsin. U holda, 4.7.1 - tasdiqqa ko‘ra,

fg = (up —wvq) +i(ug +vp)

formulada u,v,p va ¢ lar differensiallanuvchi hagqiqiy funksiyalar
bo‘ladi.

Demak, yvana 4.7.1 - tasdigqa ko‘ra, ko‘paytma ham differensial-
lanuvchi ekan. Endi (4.7.2) formulani va haqiqiy funksiyalar ko‘payt-
malarini differensiallash qoidasini qo‘llasak,

(f9) = Wp+uw —v'qg—vd)+i('q+ugd +'p+vp)

tenglikni olamiz.
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Bundan talab qilinayotgan (4.7.3) formula bevosita kelib chiqa-
di:

(f9) = W+ )p+ig) + (u+iw)p' +id) = flg+ fg'.

Yana bir misol tarigasida kompleks qiymatli f funksiya a nug-
1
tada differensiallanuvchi bo‘lib, f(a) # 0 bo‘lganda, 7 funksiyaning

shu nugtadagi hosilasini topamiz.

Shunday qilib, f = u+iv funksiya a nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsin. U holda, 4.7.1 - tasdiqqa asosan, har ikki u va v funksiyalar
ham shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi. Yana 4.7.1 - tasdigni
go‘llab, o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

1 1 U .

[ utiv w2 u?te?

1
tenglikka ko‘ra, — funksiya ham a nugtada differensiallanuvchi ekani-
ga iqror bo‘lamiz.

1
Shunday ekan, g = 7 deb belgilab, (4.7.3) formulaga asosan,

!
(f9) =Fg+td = f7 +f9
ni olamiz.
Modomiki (fg)’ = 0 ekan, oxirgi tenglikdan
PRV
fr I?

hosil ho‘ladi.
Shunday qilib,

(%)I - —J{—;. (4.7.4)
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Hagqiqiy va mavhum gismlari elementar funksiyalar bo‘lgan kom-
pleks giymatli funksiyalarning hosilalari, (4.7.2) formulani qo‘llab,
oson topiladi.

4.7.1 - misol. Aytaylik, ¢ = a + ib bo‘lib, bunda a va b haqiqiy
sonlar b # 0 shartni qanoatlantirsin. Ushbu

Oz, c) = In/(z —a)? | b2 +iarctgm—;a (4.7.5)

funksiya hosilasi topilsin.
Yechish. Hosilani hisoblash uchun biz (4.2.27) va (4.2.28) teng-
liklar hamda (4.7.2) formuladan foydalanamiz. Natijada

rT—a i b B
(x—a)2+b2  (x—a)2+b

r—a+ib r—C 1

' (z,c) =

S (x—a)2+b? Jr—c? wz—c

munosabatni olamiz, bu yerda ¢ = a — b, ya'ni ¢ ga qo‘shma sondir.
Shunday qilib,
1

d'(x,¢) = — (4.7.6)

Yugqori tartibli hosilalar ham shunga o‘xshash hisoblanadi.

4.7.2 - misol. Yana ¢ = a+ b deymiz, bunda a va b lar haqiqiy
sonlar bo‘lib, b # 0. Yuqoridagi (4.7.5) funksiyaning n - tartibli
hosilasi topilsin.

Yechish. Agar (4.7.6) tenglikni ketma-ket differensiallasak,

(2, ¢) = (—1)"—1(”_1)! (4.7.7)

munosabatni olamiz.
(4.7.7) tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

(-1
(n—1)!

o (x,¢) = (4.7.8)

(@ —c)™
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Demak, (4.7.8) tenglikning o‘ng tomonidagi funksiya oshkor ko‘ri-
nishda yoziladigan biror elementar funksiyaning hosilasi ekan.
Eslatma. Agar ¢ = a + ib bo'lsa,

(x—a)>+b> = |z —

bo‘ladi va shuning uchun, (4.7.5) funksiyani
, x—a
b(x,c) = In|z —c| + iarctg 5 Ime=10#0, (4.7.9)

ko‘rinishda yozish mumkin.
Yuqorida ®(x, ¢) funksiya b # 0 bo‘lganda aniglangan edi. Endi
bu funksiyani b = Im ¢ = 0 da quyidagi

b(x,c) = Injxr—¢|, Ime=0. (4.7.10)

ko‘rinishda aniglaymiz. Bunda, albatta, hosila uchun (4.7.6) va (4.7.8)
tengliklar o‘rinli bo‘lib golaveradi.
Shunday qilib, ixtiyoriy kompleks ¢ soni va ixtiyoriy natural n

uchun

d (—=1)nt 1

dx (n —1)! (x —c)»
tenglik bajarilar ekan, bunda ®(x, ¢) funksiya b # 0 da (4.7.9) teng-
lik va, b = 0 bo‘lganda esa, (4.7.10) tenglik orqali aniqlangandir.

V(g ) = (4.7.11)

§ 4.8. Funksiyalar grafigini tekshirish

Ushbu paragrafda biz funksiyalar grafigini o‘rganamiz. Eslatib
o‘tamizki, biror £ to‘plamda aniglangan f funksiyaning grafigi deb
R? dan olingan quyidagi

I(f) = {(z,y) eR? : f(x)=y, x € B} (4.8.1)

nuqtalar to‘plamiga aytilar edi.

Boshqgacha aytganda, f funksiya grafigi tekislikning (x, f(x))
ko‘rinishdagi barcha nuqtalari to‘plamidan iborat bo‘lib, bunda x
berilgan f funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishlidir.
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Agar funksiya berilgan intervalda differensiallanuvchi bo‘lsa, ho-
sila ishorasi yordamida bu funksiyaning monotonlik intervallarini
aniglashimiz mumkin va natijada, funksiyaning lokal ekstremum
nuqtalarini topa olamiz. Funksiya grafigini o‘rganishni mana shu
ekstremum nuqtalarini topishdan boshlaymiz.

1. Lokal ekstremum nuqtalarini topish. Yuqorida ekstre-
mumning quyidagi zaruriylik sharti topilgan edi (4.3.1 - Ferma teo-
remasi):

agar | funksiya ¢ nugtada differensiallanuvchi bo‘lib, shu nuqta-
da lokal ekstremumga ega bo‘lsa, f'(¢) = 0 bo‘ladi.

Berilgan f funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan nuqta shu
funksiyaning kritik yoki statsionar nuqtasi deyiladi. Oxirgi nom
hosilaning mexanik ma’nosiga asoslangan. Agar x - vaqt va f(x)
- biror harakatlanayotgan moddiy nuqtaning x vaqt momentida-
gi koordinatasi bo‘lsa, funksiya hosilasini moddiy nuqtaning tezli-
gi deb qarashimiz mumkin. Agar biror a nugtada tezlik nolga ay-
lansa, ya’ni garalayotgan moddiy nuqta bu momentda harakatdan
to‘xtasa, bunday nuqgta f funksiyaning statsionar nuqtasi bo‘ladi.

Sodda f(x) = x* funksiya misolida yuqoridagi shart yetarli
emasligini ko‘rish mumkin. Chunonchi, = 0 nuqtada f/(0) = 0
shart bajarilsada, 0 nugta berilgan funksiya uchun lokal ekstremum
nuqta bo‘la olmaydi.

Ushbu bandda biz lokal ekstremum uchun yetarlilik shartlari-
ni topish masalasini o‘rganamiz. Afsuski, lokal ekstremum uchun
bir vagtning o‘zida ham yetarli, ham zarur bo‘lib, oson tekshiri-
ladigan shart hozirga qgadar ma’lum emas. Shu sababli biz lokal
ekstremum uchun turli vaziyatlarda tekshirishga qulay bo‘lgan bir
necha yetarlilik shartlarini keltiramiz.

4.8.1 - teorema (ekstremumning birinchi yetarlilik shar-
ti). Faraz qilaylik, [ funksiya ¢ nugtaning biror atrofida differen-
stallanuvehi bo‘lib, f'(c) = 0 bo‘lsin. Bundan tashqari, ¢ nugtaning
o‘sha atrofida quyidagi shart bajarilsin:

r<c bolsa, f(xr)<0 bolsin wa

x>c bolsa, f'(x)>0 boilsin. (4.8.2)
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U holda ¢ nugta f funksiyaning lokal minimum nugtast bo‘ladi.
Isbot. Agar x < ¢ bolsa, [z,c|] kesmada Lagranj formulasini
qo‘llab, (4.8.2) shartdan foydalansak,

F 3
Y

<0 £50

L fe)=0

0 C X
4.5-rasm

fle) = flz) = fi(§(e—a) <0, z<E<e,

munosabatni olamiz.
Demak, z < ¢ bo‘lganda

f(@) > f(e) (4.8.3)

bo‘lar ekan. Xuddi shu singari, > ¢ bo‘lsa, [¢, x| kesmada Lagranj
formulasini qo‘llab, teorema shartiga ko‘ra,

fl@) = flo)=f({@—c)>0, ec<E<u,

munosabatni olamiz.
Demak, z > ¢ bo‘lganda

f@) > f(e) (4.8.4)

bo‘lar ekan. Shunday qilib, (4.8.3) va (4.8.4) larga ko‘ra, x # ¢
bo‘lganda f(x) > f(c) bo‘lar ekan. Bu esa ¢ nuqtaning lokal mini-
mum nuqtasi ekanini anglatadi (4.5-rasm).H
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Natija. Faraz qilaylik, [ funksiya c statsionar nugtaning biror
atrofida differensiallanuvchi bolib, quyidagi shartni ganoatlantirsin:

r<ec bolsa, f'(x)>0 bolsinva
r>c bolsa, f'(x)<0 boisin. (4.8.5)

U holda ¢ nugta [ funksiyaning lokal maksimum nuqtasi bo ladi.
A
Y Sl
=0

v

0 c X
4.6-rasm

Isbot qilish uchun 4.8.1 - teoremani f1(z) = —f(x) funksiyaga
qo‘llash yetarli (4.6-rasm).

Qayd etamizki, 4.8.1 - teorema [ funksiya ¢ nugtadan chapda
va o‘ngda yotgan nuqtalarda differensiallanuvchi bo‘lib, ¢ nugtaning
o‘zida esa fagat uzluksiz bo‘lgan holda ham o‘rinlidir. Chunonchi, bu
teoremani quyidagi umumiyroq ko‘rinishda ham keltirish mumkin.

4.8.1% - teorema (ekstremum uchun birinchi yetarlilik
shartining boshqa ko‘rinishi). Biror 6 > 0 uchun f funksiya
{x: 0 <|z—c| <0} toplamning barcha nugtalarida differensial-
lanuvchi bo‘lib, ¢ nugtaning o‘zida uzluksiz bo‘lsin. Agar ¢ nugtaning
d-atrofida (4.8.2) shart bajarilsa, ¢ nuqta f funksiyaning lokal mini-
mum nuqtast bo‘ladi.

Isbot 4.8.1 - teorema ishotini so‘zma-so‘z qaytarishdan iborat-
dir.

Xuddi shu singari, f funksiya ¢ nugtada differensiallanuvchi bo‘l-
may, bu nuqtada fagat uzluksiz bo‘lgan holda ham, agar (4.8.5)
shart bajarilsa, ¢ nuqta f funksiyaning lokal maksimum nuqtasi
bo‘lishini ko‘rsatish mumkin.
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4.8.1 - misol. Quyidagi

flx) = |o—¢

funksiyani qaraymiz (4.7-rasm).
¥ 1

AN

¥

4.7-rasm

Bu funksiya butun sonlar o‘qida uzluksiz bo‘lib, = ¢ nug-
tadan boshga barcha nugtalarda differensiallanuvchidir. Bu nug-
tadan tashqarida hosila quyidagicha aniqglanadi:

f(2) — sien (x—c) — {—1, agar x < ¢ bo‘lsa,
1, agar xz > ¢ bo'lsa.

Demak, (4.8.2) shart o‘rinli bo‘lar ekan va shuning uchun, 4.8.1* -
teoremaga ko‘ra, qaralayotgan funksiyva x = ¢ nuqtada lokal mini-
mumga egadir.

Shuni aytish joizki, (4.8.2) va (4.8.5) shartlarga ko‘ra f funksiya
hosilasining ¢ nuqta atrofida chegaralangan bo‘lishi shart emas.

4.8.2 - misol. Quyidagi

flo)y =1 = V|

funksiyani qaraymiz.
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4y

4.8-rasm

Bu funksiya butun sonlar o‘gida uzluksiz bo‘lib, = 0 nug-
tadan boshga barcha nugtalarda differensiallanuvchidir. Bu nug-
tadan tashqarida hosila quyidagicha aniqglanadi:

1
fa) = ——Zign|x| = 2\/?7 ‘
€ —m, agar x > 0 bo‘lsa.

Demak, (4.8.5) shart o‘rinli bo‘lar ekan va shuning uchun, qa-
ralayotgan funksiya x = 0 nuqtada lokal maksimumga egadir (4.8-
rasm).

Navbatdagi yetarlilik shartini tekshirish oson bo‘lsa-da, u o‘rgani-
layotgan funksiyaga ko‘proq shart qo‘yvadi. Chunonchi, statsionar
nuqtada bu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi mavjud bo‘lishi
talab qilinadi.

4.8.2 - teorema (ekstremumning ikkinchi yetarlilik shar-
ti). Faraz qilaylik, ¢ nuqtaning biror atrofida f funksiya hosilaga ega
bo‘lib, bu nugta [ ning statsionar nugtasi bo‘lsin. Bundan tashqari,
[ funksiya ¢ nugtada ikkinchi tartibli hosilaga ega bo‘lsin.

Agar f"(¢) > 0 bo‘lsa, ¢ nugta [ funksiyaning lokal minimum
nuqtasi bo‘ladi va f"(c) < 0 bo‘lganda esa, ¢ nuqgta funksiyaning
lokal maksimum nugtasi bo‘ladi.

agar x < 0 bo‘lsa,



256 Differensiallash 1V Bob

Isbot. Avval f”(¢) > 0 deb faraz qilamiz. U holda 4.3.1 - tas-
diqqa asosan, bu tengsizlik f/(x) birinchi hosilaning ¢ nuqtada
o‘sishini anglatadi. Bundan chiqdi, f’(¢) = 0 bo‘lgani sababli, (4.8.2)
shart o‘rinlidir. Demak, ¢ nuqta f funksiyaning lokal minimum nuq-
tasi ekan.

Teorema f”(¢) < 0 bo‘lgan holda ham xuddi shunga o‘xshab
isbotlanadi.®

Eslatma. Agarda f”(¢) = 0 bo‘lsa, 4.8.2 - teorema ¢ statsio-
nar nugtaning lokal ekstremum nuqtasi bo‘lishi hagida biror tayinli
javob bera olmaydi. Bu holda yanada yuqoriroq tartibli hosilalarni
o‘rganishga to‘g‘ri keladi.

4.8.3 - teorema. Faraz qilaylik, k € N uchun [ funksiya ¢ nug-
taning biror atrofida 2k — 1 - tartibly hosilaga ega bo‘lib, ¢ nugtaning
o‘zida esa, 2k - tartibli hosilaga ega bo‘lsin.

Bundan tashgari,

Flle)=f"e) == Ve =0 (4.8.6)

tengliklar bajarilsin. U holda, agar f@¥(¢) > 0 bo'lsa, ¢ nugta f
funksiyaning lokal minimum nuqtasi bo‘ladi va f<2k> (¢) <0 bo‘lganda
esa, ¢ nugta [ funksiyaning lokal maksimum nugtasi bo‘ladi.

Isbot. Teylor formulasini qo‘llasak, ¢ va & nugtalar orasida shun-
day & nuqta topiladiki, u uchun

" (3)
1@ = 1@+ @@ -+ 0w ep 1 0w gy
4,foﬁ:fzﬁfz(aj__c)2k—2A+,f<2k_1>(£)(17__c)2k_1 (48.7)

(2k — 2)!
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Endi, (4.8.6) shartni e’tiborga olsak, (4.8.7) dan

(2k—1)
f@) = g0 - L Be 0?1 o<t an sy

(2k — 1)!

munosabat kelib chigadi.
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Aniglik uchun, 2k - tartibli hosila f**)(¢) > 0 shartni qanoat-
lantiradi, deb faraz qgilamiz. 4.3.1 - tasdiqga asosan, bu tengsizlik
oldingi f(2*=1)(2) hosilaning ¢ nugtada o‘sishini anglatadi, ya'ni ¢
nuqtadan chapda u ¢ nugtadagi giymatidan kichik gqiymat gqabul qi-
ladi va ¢ nuqtadan o‘ngda esa, bu hosila ¢ nuqtadagi giymatidan
katta qiymat qabul giladi. Teoremaning shartiga ko‘ra f2*=1(¢) =
0 va, bundan tashqari, (4.8.8) da ¢ nuqta ¢ va x nuqtalar orasida
yotadi. Shularni hisobga olsak, quyidagi shartga ega bo‘lamiz:

r<e da fEUE) <0 boladi va
z>c da [P >0 bofladi. (4.8.9)

Demak, (z — ¢)?*~! funksiyaning toqligi tufayli,

FEDE@—)* >0, zfe

Shunday ekan, (4.8.8) dan

@) > [(e), x#c

kelib chigadi.

Ravshanki, bu tengsizlik ¢ nugta f funksiyaning lokal minimum
nuqtasi ekanini anglatadi.

Teorema f(2%)(¢) < 0 bo‘lgan holda ham xuddi yuqoridagidek
isbotlanadi.®

2. Funksiya grafigining qavariqligi. Biror (a,b) intervalda
differensiallanuvchi bo‘lgan f funksiyani qaraymiz. Eslatib o‘tamizki,
(4.8.1) ta'rifga ko‘ra, (a,b) intervaldan olingan istalgan ¢ uchun
bu funksiya grafigining mos nuqtasini (¢, f(c)) ko‘rinishda yozish
mumkin.

Qaralayotgan funksiya differensiallanuvchi bo‘lgani uchun, uning
grafigi har bir nugtada urinmaga egadir. Chunonchi, agar ¢ nuqta
(a,b) intervalning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, grafikning (e, f(¢)) nug-
tasidan o‘tkazilgan urinma quyidagi tenglamaga ega:
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K(x) = f(e)+ fl(e)(x —c). (4.8.10)

Boshqgacha aytganda, f funksiya grafigining (e, f(c)) nuqtasi-
dan o‘tkazilgan urinma (4.8.10) funksiyaning grafigi bilan ustma-ust
tushadi.

Agar (a,b) intervalning ixtiyoriy x nuqtasi uchun

flx) < fle)+flle)(x—c), a<z<b, (4.8.11)

tengsizlik bajarilsa, u holda f funksiya grafigi o‘zining (¢, f(¢)) nug-
tasidan o‘tkazilgan urinmadan pastda yotadi deyiladi.

Agar (4.8.11) da "<" belgini ">" belgiga almashtirsak, biz
funksiya grafigi urinmadan tepada yotishining shartini olamiz.

Ta’rif. Agar biror intervalda differensiallanuvchi funksiyaning
grafigi har qanday urinmadan pastdae yotsa, bu grafikning qavariqlik
yo‘nalishi yugoriga garagan deb atalads.

Shunga o‘xshash, agar funksiya grafigi har qanday urinmadan
yuqorida yotsa, bu grafikning gqavariglik yo‘nalishi pastga qaragan
deyiladi.

Qavariglik yonalishi ikkinchi tartibli hosila ishorasi yordamida
aniglanishi mumkin.

4.8.4 - teorema. Berilgan f funksiya (a,b) intervalda ikkinchi
tartibli hosilaga ega bo‘lsin. U holda,

1) agar f"(x) > 0 bo‘lsa, [ funksiya grafigining qavariglik yo‘na-
lishi pastga qaragan bo‘ladi;

2) agar f"(x) <0 bo‘lsa, [ funksiya grafigining qavariglik yo‘na-
lishi yugoriga qaragan bo‘ladi.
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r 3

N

y

A,

4.9-rasm

/

k 4

4.10-rasm
Isbot. Faraz qilaylik, ¢ nuqta (a, b) intervalning ixtiyoriy nuqtasi
bo‘lsin. Teylor formulasiga ko‘ra,

f@) = 10+ FOe-a+ D@02 usa)

Agar ikkinchi tartibli hosila manfiy bo‘lmasa, (4.8.12) dan

fl@) = flo+f(a@-o)

tengsizlikni olamiz.
Bu tengsizlik f funksiya grafigi urinmadan yuqorida yotishini
anglatadi. Demak, uning gavariqglik yo‘nalishi pastga garagan ekan.
Agarda f” < 0 bo‘lsa, isbot xuddi yuqoridagidek bo‘ladi (4.9 va
4.10-rasmlarga qarang).ll
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3. Bukilish nuqtalari. Funksiya grafigining qavarigligi funksiya
aniglanish sohasining turli intervallarida turli yonalishlarga ega bo‘li-
shi mumkin. Berilgan funksiyaning grafigini chizishda qavariglik
yo‘nalishlari o‘zgaradigan nuqtalar muhim ahamiyatga egadir.

Ta’rvif. Agar shunday & > 0 mavjud bo‘lsaki, ikki (¢ — 9, c)
va (¢, ¢+ 9) intervallardan birida f funksiya grafigining qavariqlik
yo‘nalishi pastga va boshqasida yuqoriga qaragan bo‘lsa, grafikning
(¢, f(e)) nuqgtasi bukilish nugta deb ataladi.

4.8.5 - teorema (bukilish nugta uchun zaruriylik sharti).
Berilgan [ funksiya ¢ nugtaning biror atrofida tkki marta differen-
stallanuvchi bo‘lib, ikkinchi tartibli f"(x) hosila ¢ nugtada uzluk-
siz bo‘lsin. Agar (¢, f(¢)) nugta bukilish nugtasi bo‘lsa, f"(c) = 0
bo ‘ladi.

Isbot. Teskarisini faraz qilish usuli bilan ishotlaymiz. Avval f”(c)
0 bo‘lsin deylik. Shartga ko‘ra ikkinchi hosila ¢ nuqtada uzluksiz.
Shuning uchun, 3.5.1 - tasdigqga asosan, ¢ nugtaning biror §-atrofida
u ishorasini saglaydi:

M) >0, e—d<az<c+d. (4.8.13)

Shunday ekan, 4.8.4 - teoremadan f funksiya grafigining qavarig-
lik yo‘nalishi ¢ nugtadan chapda ham, o‘ngda ham pastga qaragan-
ligi kelib chigadi. Bu esa (e, f(c¢)) ning bukilish nuqtaligiga ziddir.

Shunga o‘xshash, f”(¢) < 0 tengsizlikdan f funksiya grafigi
gavariglik yo‘nalishining ¢ nugtadan o‘ngda ham va chapda ham
yuqoriga qaraganligi kelib chigadi. Bu ham (¢, f(¢)) ning bukilish
nuqtaligiga ziddir.

Demak, f”(c) = 0 ekan.l

4.8.5 - teorema bukilish nugta uchun zaruriy shartni beradi.
Lekin bu shart yetarlilik sharti bo‘la olmaydi. Misol sifatida f(x) =
2* funksiyani olish mukin. Bu funksiya uchun f”(z) = 12 22 > 0.
Demak, f”(0) = 0, lekin funksiya grafigining gavariglik yo‘nalishi
pastga garagan.

4.8.6 - teorema (bukilish nuqta uchun birinchi yetarlilik
sharti). Berilgan [ funksiya ¢ nuqgtaning biror atrofida ikki marta
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differensiallanuvchi bolib, f"(c) = 0 bolsin. Agar ikkinchi tartib-
li hosila ¢ nugtadan chapda va o‘ngda turli ishoralarga ega bo‘lsa,
(¢, f(e)) nugta f funksiya grafigining bukilish nugqtasi bo‘ladi.

Isbot bevosita 4.8.4 - teoremadan kelib chiqadi. Hagiqatan ham,
bu teoremaga ko‘ra, f funksiya grafigining gavarigligi ¢ nuqtaning
chap va o‘ng tomonlarida turli yo‘nalishlarga ega. Shuning uchun,
(¢, f(e)) - bukilish nuqtadir.l

Eslatma. Ravshanki, 4.8.6 - teoremada ikkinchi tartibli hosi-
lani ¢ nuqtaning o‘zida mavjudligini talab qilish shart bo‘lmasdan,
bu hosilaning ¢ nuqtadan chap va o‘ng tomonda turgan nuqtalarda
mavjud bo‘lib, o‘sha ¢ nuqtadan chap va o‘ngda turli ishoralarga
ega bo‘lishini talab qilish yetarlidir.

4.8.3 - misol. Quyidagi

funksiyani qaraymiz.

4.11-rasm

Bu funksiya butun sonlar o‘qida uzluksiz differensiallanuvchi

bo‘lib, uning hosilasi
3
Py = v/
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ga teng.
Ravshanki, f funksiya x = 0 nuqtadan boshqa barcha nuqtalar-
da ikkinchi tartibli hosilaga ega. Bu hosila nol nuqtadan tashqarida

1 ~ 3signz

ga teng.

Ikkinchi tartibli hosila = 0 nuqtadan chapda va o‘ngda har xil
ishoralarga ega bo‘lgani uchun, funksiya grafigining qavariqligi chap
va o‘ngda turli yo‘nalishlarga ega va shuning uchun, (0,0) nuqta
bukilish nuqtadir (4.11-rasm).

Navbatdagi yetarlilik shartini tekshirish oson bo‘lsa-da, lekin u
o‘rganilayotgan funksiyaga ko‘proq shart qo‘yadi. Chunonchi, bu
shartda funksiya uchinchi tartibli hosilasining bukilishlikka tekshiri-
layotgan nuqtada mavjudligi talab qgilinadi.

4.8.7 - teorema (bukilish nugta uchun ikkinchi yetarlilik
sharti). Berilgan [ funksiya ¢ nuqgtaning biror atrofida ikki marta
differensiallanuvchi bo‘lib, f"(c) = 0 bo‘lsin. Agar ¢ nuqtada uchin-
chi tartibli hosila mavjud bo‘lib, f®)(c) # 0 bolsa, f funksiya grafigi
(¢, f(e)) nuqtada bukilishga ega boladi.

Isbot. Aniqglik uchun f®(c) > 0 deylik. U holda, 4.3.1 - tas-
digqa ko‘ra, ikkinchi tartibli f”(x) hosila ¢ nugtada o‘sadi, va f"(c) =
0 bo‘lgani uchun, ikkinchi tartibli hosila ¢ nuqtadan chapda manfiy
va undan o‘ngda musbat bo‘ladi. Shuning uchun, 4.8.6 - teoremaga
asosan, f funksiya grafigi (¢, f(c)) nuqtada bukilishga ega.ll

Agar f(¢) = 0 bo‘lsa, 4.8.7 - teorema f funksiya grafigi (¢, f(c))
nuqtada bukilishga ega bo‘lishi haqida hech qanday ma’lumot be-
ra olmaydi. Bu holda biror ijjobiy natija olish uchun funksiyaning
yugoriroq tartibli hosilalarini tekshirish lozim.

4.8.8 - teorema. Furaz qilaylik, k € N uchun [ funksiya c
nuqtaning biror atrofida 2k -tartibli hosilalarga ega bo‘lib, ¢ nuqtada

f1(e) = fe) == [P =0 (4.8.14)
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bo'lsin.  Agar ¢ nugtada f*D(e) £ 0 bo'lsa, (c, f(c)) nugta f
Sfunksiya grafigining bukilish nuqtast bo ladi.

Isbot. Ikkinchi tartibli hosila f”(x) uchun Teylor formulasidan
foydalanamiz. Bu formulaga asosan, ¢ va x nuqtalar orasida shunday
¢ topiladiki, u uchun

f”(LE) _ fll(c)+f<3> (C) (m_c)+ f<42)'(0) ($—C)2~|» f(f;(C) ($—0)3+ +
(2k—1) (2k)
‘|‘{2k7_3()c')(m — c)2k—3 + (J;ki_(gil(m _ C)2k—2 (4.8.15)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Agar (4.8.14) tengliklarni e’tiborga olsak, (4.8.15) dan

(2k)
fII(LE) _ (éki_(gil(m_c)ﬂc—% 0<

munosabatni olamiz.

Aniglik uchun 2k + 1 - tartibli hosila ¢ nugtada musbat bo‘lsin,
deb faraz qilamiz, ya'ni f*tD(¢) > 0 bo'lsin. Natijada, 4.3.1 -
tasdiqqa asosan, oldingi f(2%) (x) hosilaning ¢ nuqgtada o‘sishi kelib
chigadi. Boshgacha aytganda, bu hosila ¢ nuqtadan chapda bu nug-
tadagi giymatdan kichik va undan o‘ngda esa, bu giymatdan katta
qiymat qabul giladi. Bundan, f(2)(¢) = 0 bo‘lgani va ¢ nuqta ¢ va
x nuqtalar orasida yotgani uchun,

r<c da fPPE) <0 boladiva

x>c da fPE) >0 boladi (4.8.17)

degan shartning bajarilishi ma’lum bo‘ladi.
Demak, (z — ¢)(**=2) funksiya juft bo‘lgani uchun,

SEE) (@ — )2 (4.8.18)
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ifoda ¢ nugtaning chap va o‘ng tomonlarida turli ishoralarga ega.
Shunday ekan, (4.8.16) tenglikdan ikkinchi tartibli f”(2) hosila ham
xuddi shunday xossaga ega ekani kelib chigadi. U holda, 4.8.6 -
teoremaga ko‘ra, f funksiya grafigi (¢, f(¢)) nuqtada bukilishga ega.

2D (¢) < 0 bo‘lganda ham isbot xuddi shu yo‘l bilan amalga
oshiriladi.ll

4. Funksiya grafigining asimptotalari. Funksiya grafigi
o‘rganilayotganda ko‘pincha yaxshi ma’lum bo‘lgan shunday <etalon>
funksiya topishga harakat gilinadiki, uning grafigi qaralayotgan funk-
siya grafigiga iloji boricha yaqin bo‘lsin. Ko‘p hollarda ana shunday
etalon funksiya sifatida

y=kx+b (4.8.19)

ko‘rinishga ega bo‘lgan chizigli funksiya olinadi.
Ta’rif. Agar f funksiya

fx) =k +b+ax) (4.8.20)
ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda

lim a(z) = 0 (4.8.21)

r— 400

bo‘lsa, (4.8.19) tenglik bilan aniqlangan funksiya f  funksiyaning
r — +oo dagi asimptotast deb ataladi.

Masalan,
20° + 32 +5
o=
funksiya grafigi
y=2zx+1

asimptotaga ega, chunki (4.12-rasm)

4
=2 1+ —--.
f(x) T + +m+1
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F 3

:-'{“

4.12-rasm

Funksiyaning x — —oo dagi asimptotasi ham xuddi yuqoridagidek
aniqglanadi.

4.8.9 - teorema. Berilgan [ funksiya grafigi x — 400 da
(4.8.19) asimptotaga ega bo‘lishi uchun quyidagi ikki

im L& _ (4.8.22)
r——+00 a
va
xll)rfoo [f(x) —kx| = b (4.8.23)

Limitlarning movjud bo‘lishi zarur va yetarl.
Isbot. 1) Faraz qilaylik, (4.8.20) va (4.8.21) shartlar bajarilsin.

(4.8.20) tenglikni
b

B S RN (4.8.24)
x

kabi yozib olamiz. Agar (4.8.21) ni e’tiborga olsak, (4.8.24) teng-

likdan (4.8.22) kelib chiqadi va (4.8.20) tenglikdan esa, (4.8.23) ni
olamiz.
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2) Endi (4.8.22) va (4.8.23) limitlar mavjud bo‘lsin, deb faraz
qilamiz. Limitga o‘tish amali chizigli bo‘lgani uchun, (4.8.23) teng-
likni

[f(x) —ke—b] = 0

lim
r——+00

deb yozib olishimiz mumkin.
Ravshanki, bundan (4.8.21) asimptotik tenglikka ega bo‘lamiz.l

Ta’rif. Agar quyidagi ikki

lim i i
i f@) yoki Jim | f(x)
bir tomonlama limitlardan kamida bittasi +oco yoki —oco ga teng
bo‘lsa, [ funksiya grafigi x = a vertikal asimptotaga ega deyiladi

(4.13-rasmga qarang).

A J

|
| 5
(=7
v | 5

4.13-rasm

5. Funksiya grafigini xomaki chizish. Bu bandda, yuqorida-
gi natijalarga asoslanib, funksiya grafigini o‘rganish va qurishning

asosiy bosqgichlarini keltiramiz.
4.8.4 - misol. Quyidagi funksiyaning taxminiy grafigini chizing:

fx) = (22 +3)e?/™. (4.8.25)
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A

/"

4.14-rasm

1. Avvalo shuni qayd etamizki, (4.8.25) tenglik bilan f funksiya
x = 0 nugtadan boshqa barcha x € R nugtalarda aniglangan. Shu-
ning uchun, biz f funksiyaning tabiiy aniqlanish sohasi sifatida

D(f) = (—o0, 0)U(0, +o0) (4.8.26)
to‘plamni olishimiz mumkin (4.14-rasm).
2. Ravshanki, o‘rganilayotgan funksiya nolga faqat xp = —3/2
3

nuqtada aylanadi. Bundan tashqari, funksiya (—oo, —5) yarim

3
to‘g‘ri chizigda manfiy va (—5, 0) hamda (0, +o0) intervallarda

musbat giymatlarni qabul giladi.
0 nugtada chap limit nolga teng:

lim f(x) = 0, (4.8.27)
r—0—-0
bu nugtada o‘ng limit esa, +oco ga teng:

mgg{lko f(x) = 4oo. (4.8.28)
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3. Berilgan (4.8.25) funksiya hosilasi

Fla) — %@2 op = g)ed/T — %(m F 1)@= 3T (4.8.29)
ga teng.

Bevosita bu tenglikdan statsionar nuqtalar 1 = —1 va z9 = 3
ekani kelib chigadi. 1 = —1 nugtadan chapda va 22 = 3 nuqtadan
o‘ngda hosila musbat bho‘lib, boshga barcha nuqgtalarda u manfiy
bo‘ladi. Demak, 21 = —1 nuqgta funksiyaning lokal maksimum va
r9 = 3 nugta esa,uning lokal minimum nuqtalari ekan. Bundan
tashqgari,

J(=1)=e2=0,135..., f(3) =9e%/% =17,529...

Funksiya (—oco, —1) yarim to‘g‘ri chizigda o‘sadi, (—1, 0) va
(0, 3) intervallarda esa u kamayib, (3, +o00) yarim to‘g‘ri chiziqda
funksiya yana o‘sadi.

4. Ikkinchi tartibli hosila

) = g (:E + %) o2/ (4.8.30)

ga teng.

3
Bu tenglikdan ikkinchi tartibli hosila x5 = % nuqtada nolga
aylanishi kelib chigadi. Bundan tashqari,

f (—%) = % e~ 103 — 0, 064...

ekanini ko‘rish oson.

Ikkinchi tartibli hosila bu nugtadan chapda manfiy va o‘ngda
musbat. Shuning uchun, (zs, f(x3)) nuqta (4.8.25) funksiya grafigi-
ning bukilish nugtasidir. Bu nuqtadan chapda funksiya grafigining
gavariglik yo‘nalishi tepaga qaragan, o‘ngda esa bu yo‘nalish pastga
garagan.
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5. Teylor formulasidan x — £oo da

2 1
=144 0(2), x — oo,
x x
ekanligi kelib chigadi.
Shuning uchun,
2 0 O(1
fx) = (2x + 3) <1+—+ (2)> :2m+7+£. (4.8.31)
x x x
Bu tenglik funksiya grafigi
y=2x+7 (4.8.32)

og‘ma asimptotaga ega ekanligini anglatadi.

Bundan tashqari, (4.8.28) tenglikka ko‘ra, ordinatalar o‘qi grafik-
ning vertikal asimptotasi bo‘ladi.

1-5 bandlarda o‘rnatilgan xossalarga asosan funksiya grafigining
xomaki chizmasini qurishimiz mumkin (4.14-rasmga qarang).

§ 4.9. Misollar

1 - misol. Agar f(x) = a” bo‘lsa, hosila ta’rifidan foydalanib
//(2) ni hisoblang.
Ko‘rsatma. (3.10.2) tenglikdan foydalaning.
2 - misol. Quyidagi
y=Inz
funksiya Ox o‘qini qanday burchak ostida kesadi?

Ko‘rsatma. Hosilaning geometrik ma’nosidan foydalaning.
3 - misol. Agar f(x) differensiallanuvchi va n natural son bo‘lsa,

n— o0

lim 7 {f <x + %) - f(x)} P (4.9.1)

tenglikni isbotlang. Aksincha, agar (4.9.1) tenglik o‘rinli bo‘lsa, f
funksiya hosilaga ega, deyish mumkinmi?
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Ko‘rsatma. (4.9.1) tenglikni isbotlash uchun hosila ta'rifidan
foydalaning. Teskari tasdiqni tekshirish uchun D(x) Dirixle funk-
siyasini tekshiring.

4 - misol. Agar

a) f(x) funksiya x = xo nuqtada hosilaga ega bo‘lib, g(x) funksiya
shu nuqtada hosilaga ega bo‘lmasa, yoki

b) har ikkala f(x) va g(x) funksiyalar x = x¢ nugtada hosilaga
ega bo‘lmasa,

) = f(x)g(x)

funksiya x = xg nugtada hosilaga ega emas deyish mumkinmi?

Ko‘rsatma. a) f(r) = x — 29 va g(x) = |x — x| funksiyalarni
r = xg nuqtada tekshiring.

b) f(x) = D(x) va g(x) = 1 — D(x) funksiyalarni istalgan xg
nuqtada tekshiring.

5 - misol. Agar f(x) funksiya chekli (a,b) intervalda differen-
siallanuvchi bo‘lib,

. 7 -
lim fi(z) = oo

bo‘lsa, albatta

lim f(2) = o

bo‘ladi, deyish mumkinmi?
Ko‘rsatma. f(x) = \/r — a funksiyani tekshiring.
6 - misol. Limitni hisoblang:

lim ¥z.

r—+00

Ko‘rsatma. Avval In ¢z = 1“71" deb, so‘ngra Lopital qoidasidan
foydalaning.
7 - misol. Limitni hisoblang:

lim 2.
r—+40

Kof‘rsatma. Almashtirish bajarib, avvalgi misolga keltiring.
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8 - misol. Quyidagi egri chiziq asimptotasini toping:

m1+m
- > 0).
y (1 +a) (@ )
Ko‘rsatma. 4.8.9 - teoremani qo‘llang. Limitlarni hisoblashda
ikkinchi ajoyib limit va Lopital qoidasidan foydalaning.
9 - misol. Agar y = 2% bo‘lsa, y<20> ni toping.
Kofrsatma. Leybnits formulasidan foydalaning.
10 - misol. Agar f(x) funksiya cheksiz (xg,+o0) intervalda

differensiallanuvchi bo‘lib,

. 7 o
A @ =0
bo‘lsa,
lim —(m) =0
r—+oc0o o

ekanini ishotlang.

Ko‘rsatma. (4.4.3) Koshi formulasidan foydalaning.

11 - misol. Teylor formulasidan foydalanib, limitni hisoblang:
1 — tgx
B

z—=0  xsin“z

Ko‘rsatma. f(x) = (cosx)t®® = eterIn(cosz) fynksivaga O(x*)
goldiq hadli va g(x) = sin?z funksiyaga O(2®) qoldiq hadli Teylor
formulasini qo‘llang.

12 - misol. Anigmaslikni oching:

lim (tgax)™®2

s
m—>4

tg2x tg 2z In(tg )

Ko‘rsatma. (tgz) =e deb, darajadagi funksiya
limitini hisoblash uchun Lopital qoidasini qo‘llang.



V Bob. Anigmas integral

§ 5.1. Boshlang‘ich funksiya

1. Boshlang'‘ich funksiya tushunchasi. Biror intervalda ikki
f va F funksiyalar berilgan bo‘lib, ular

Fl(x) = f(x) (5.1.1)

munosabat bilan bog‘langan bo‘lsin.

Yuqorida bayon gilinganidek, bunda f funksiya I’ funksiyaning
hosilasi deyiladi. IV bobda F' funksiyani bilgan holda f funksiyani
topish usullarini ko‘rib chiqdik.

Ushbu bobda esa biz teskari masalani o‘rganamiz, ya’ni agar
f funksiya ma’lum bho‘lsa, hosilasi f ga teng bo‘lgan F' funksiyani
topish usullari bilan tanishamiz.

Ta’rif. Agar F funksiya biror intervalda differensiallanuvchi
bo‘lib, (5.1.1) tenglik bajarilsa, F funksiya shu intervalda f funksiya
uchun boshlang‘ich funksiya deyiladi.

5.1.1 - misol. Ma’lumki, (sinz)’ = cosz. Demak,

f(x) = cosx
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
F(x) = sinz

bo‘ladi.

Matematikada ko‘p hollarda berilgan amalga teskari amal ya-
gona ravishda aniglanmaydi. Masalan, kvadratga oshirish amaliga
teskari amal kvadrat ildiz chigarish amalidir. Bunda har bir hagiqiy
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x soni uchun a = 22 son yagona ravishda aniglansada, ammo istal-

gan mushat a soni uchun shunday ikki turli 2y va o sonlar topi-
ladiki, ularni har birining kvadrati a¢ ga teng bo‘ladi.

Shunga o‘xshash hol berilgan funksiyaga boshlang‘ich funksiyani
topishda ham sodir bo‘ladi. Chunonchi, agar F'(z) funksiya f uchun
boshlang‘ich funksiya bo‘lsa, istalgan C' o‘zgarmasni olsak, F'(x) +
(' funksiya ham, albatta, yana boshlang‘ich funksiya bo‘ladi. Shu
o‘rinda f funksiyaning bundan hoshqa boshlang‘ich funksiyaga ega
emasligini qayd etish lozim, ya’ni navbatdagi teorema o‘rinlidir.

5.1.1 - teorema. Agar ikki [ va F5 funksiyalar biror intervalda
[ funksiya uchun boshlang‘ich funksiyalar bo‘lsa, u holda shunday C
o‘zgarmas son topiladiki, qayd etilgan intervalda

Fl(LE) — FQ(LE) = C (5.1.2)

tenglik bajarilads.
Isbot. Agar

g(x) = Fi(x) — Fy(x)
deb belgilasak, ravshanki,

g’(x) — F{(iE) — Fé(x) — f(:E) _ f(:E) — 0

bo‘ladi. Demak, Lagranj formulasining natijasiga ko‘ra, g(x) = const
ekan.ll

Berilgan f funksiya uchun boshlang‘ich funksiya topish jarayoni
f funksiyani integrallash deyiladi. Masalan, cos  funksiyaning inte-
grallash natijasi sinz funksiyasidir.

Agar F' funksiya f uchun biror boshlang‘ich funksiya bo‘lsa,
5.1.1 - teoremadan istalgan boshqa boshlang‘ich funksiyaning F'(x)+
C ko‘rinishga ega ekanligi kelib chiqadi, bunda C ixtiyoriy o‘zgarmas
sondir. Bu F'(x)+C funksiya f uchun boshlang‘ich bo‘lgan funksiya-
larning eng umumiy ko‘rinishi bo‘lib,uning muhimligi tufayli, u aniqg-
mas integral degan maxsus nomga ega. Anigmas integral quyida-
gicha belgilanadi:

/f(w)dw- (5.1.3)
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Shunday qilib, f funksiyadan olingan anigmas integral quyidagi

/f(x)dx = Fx) + C (5.1.4)

ifodaga teng deb hisoblanadi, bunda F' funksiya f funksiyaning biror
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lib, C' esa ixtiyoriy o‘zgarmas sondir.
Masalan,

/coswdw = sinz + C.

Shuni aytish kerakki, hozirgi kunda matematik ilmiy adabiyot-
larda bu belgilash sekin - asta yo‘qola boshlab,uning o‘rniga <anig-
mas intervalda> olingan aniq integral tushunchasi ko‘proq ishlatil-
vapti. Lekin darsliklarda bu belgilashdan xuddi avvalgidek keng foy-
dalanilib kelinyapti.

Agar F(z) funksiya f(z) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsa, dF'(x) = f(x)dx bo‘ladi. Shuning uchun, (5.1.4) tenglikni

/dF(:v) — F) + C (5.1.5)
ko‘rinishda ham yozish mumkin.
Masalan,
dx
d(arctgx) = T 22

bo‘lgani uchun

dx
/m = /d(arctg:v) = arctgx + C.

Eslatma. Har qanday funksiya ham hosilaga ega bo‘lmaganidek,
har ganday funksiya ham boshlang‘ich funksiyaga ega emas. Masa-
lan, D(x) Dirixle funksiyasini olishimiz mumkin. Ravshanki, bu
funksiya uchun F’(x) = D(x) tenglikni qanoatlantiradigan differ-
ensiallanuvchi F'(z) funksiya mavjud emas.
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Ammo, garalayotgan funksiya uzluksiz bo‘lsa, quyida 6 - bob-
da ko‘rsatilganidek (6.5.5 - teorema natijasiga qarang), u albat-
ta boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi. Demak, barcha elementar
funksiyalar uzluksiz bo‘lgani sababli (3.6.9 - teoremaga qarang), har
ganday elementar funksiya boshlang‘ich funksiyaga ega. Navbatda-
gi bandda eng sodda elementar funksiyalar va ularni boshlang‘ich
funksiyalarining jadvali keltiriladi.

2. Aniqmas integrallar jadvali. Eng sodda elementar funksi-
valar hosilalarining jadvalidan bevosita unga mos anigmas integral-
larning jadvali kelib chigadi. Bu jadval odatda quyidagi ko‘rinishda
keltiriladi: et

x
1°. Ydx = C —1.
Javdx ar1 T © a A

20, fd% = Injz| + C (x #0).

V. [a%de = li—a + C (0<a#1, —co<x<o0).

49 [eoswdr = sinz + C (—oco <2 < 00).

50 [sinz = —cosz + C (—oo <z < 00).
dz v
0
. = — Z).
6 fcos%c tgx + C (:E7é2+k:7r,k:€ )
0 dx
7. [—— = —ctga + C (x#kn, keZ).
sin?
80, fdim = arcsinz + C (=1<x<1).
V1—a?
dz

90, f1+x2 = arctgr + C (—oo0 < < c0).

dx
10°. ———— = lnlz+ V2 + 1] + C (=0 <z <)
[ = Il 1 VAT 4 C )
dx
119. ———— = Inlz+Va2 -1 + C (x| > 1).
[ =l 1 VATT 1 O (el > 1)
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dx 1

1+
120, fl—:v2 = §ln - +C (x| £ 1).

Bu jadvaldagi barcha formulalarning (aynigsa 10°-12° tenglik-
larning) to‘g‘riligi o‘ng tomonda turgan ifodadan bevosita hosila
olish bilan tekshiriladi.

3. Yuqorida har gqanday elementar funksiya boshlang‘ich funksi-
yaga ega bo‘lishi gqayd etilgan edi. Ammo shuni aytish kerakki, bun-
da boshlang‘ich funksiyaning elementar funksiya bo‘lishi shart emas.
Masalan, quyidagi

sinx cosx 2 1

fi(z) = , fa(w) = ;o fa@) =", falo) = —

x x lnx

elementar funksiyalar boshlang‘ich funksiyalarga ega, lekin bu bosh-
lang‘ich funksiyalar elementar funksiyalar emas. Bundan chiqdi,
ularni hisoblash uchun boshlang‘ich funksiyalar jadvali foyda ber-
maydi va demak, bunda boshqa biror usuldan foydalanish zarur.

Agar biror funksiyaning boshlang’inch funksiyasi elementar funk-
siva bo‘lsa, u holda bu funksiya elementar funksiyalarda integral-
lanadi deyiladi. Masalan, barcha ko‘phadlar va sinx, cosz, tgez
kabi barcha asosiy trigonometrik funksiyalar elementar funksiyalar-
da integrallanadi.

Qanday funksiyalar elementar funksiyalarda integrallanishi haqi-
dagi masala matematik analiz shakillanayotgan davrda muhim aha-
miyatga ega bo‘lgan bo‘lsa, hozirga kelib bu masala o‘z zaruriyatini
yo‘qotdi. Shunga gqaramasdan, ananaga ko‘ra, quyida 5.4 - paragraf-
da har ganday ratsional funksiya elementar funksiyalarda integral-
lanishi isbotlanadi.

§ 5.2. Integrallashning asosiy usullari

1. Anigmas integralning chiziqliligi. Anigmas integralning
asosiy xossalaridan biriuning chiziqgliligidir.

5.2.1 - tasdiq. Agar f va g funksiyalar biror intervalda bosh-
lang‘ich funksiyaga ega bo‘lib, A va p lar ixtiyoriy hagigiy sonlar
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bo‘lsa, u holda Af + ug funksiya ham o‘sha intervalda boshlang‘ich
Sfunksiyaga ega bo‘lib,

/[)\f(x) + pg(z)|de = )\/f(:v)deru/g(m)d:v (5.2.1)

tenglik bajariladi.

Isbot bevosita 4.1.2 - teorema va differensiallash amalining chi-
zigliligidan kelib chigadi.

2. O‘zgaruvchini almashtirib integrallash. O‘%garuvchini
almashtirib integrallash wsuli quyidagi tasdiqqa asoslanadi.

5.2.2 - tasdiq. Berilgan g(t) funksiya G(t) boshlang‘ich funksiya-
ga ega bo‘lsin, ya'ni

/g(t)dt = G{t)+C (5.2.2)

bo‘lsin.

Bundan tashqari, o(x) - ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya
bo‘lib,uning qiymatlari to‘plami g funksiyaning aniglanish sohasiga
tegishli bo‘lsin. U holda quyidagi

/ glp@)] (2) dr = Glp()] 1 C (5.2.3)

tenglik bajoriladi

Isbot (5.2.3) tenglikning o‘ng tomonida turgan funksiyani bevosi-
ta differensiallash hamda murakkab funksiya hosilasi hagidagi 4.1.5
- teoremani qo‘llash orgali amalga oshiriladi.

Ofzgaruvchini almashtirib integrallash usuli quyidagicha qo‘llana-
di. Aytaylik, f(x) funksiya uchun boshlang‘ich funksiya topish talab
gilinsin. Biz bu funksiyani quyidagi

fx) = glo(@)] - ¢'(2) (5.2.4)

ko‘rinishda yozib olishga erishdik deylik. Bunda ¢ va ¢ lar 5.2.2 -
tasdigning shartlarini ganoatlantiruvchi funksiyalar bo‘lsin. U holda
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biz
/ f@) de — Glop(@)] +C (5.2.5)

deb yozishimiz mumkin.
Agar t = p(x) desak, dt = ¢/'(x)dx bo‘ladi va shuning uchun,
(5.2.4) tenglikdan

J(@) do = gle(@)] - /() de = g(t) dt
munosabat kelib chigadi.

Demak, o‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli aniqmas in-
tegral ostidagi ifodada = o‘zgaruvchi o‘rniga ¢ = (x) funksiyaga
teskari bo‘lgan ¢~ 1(¢) funksiyani qo‘yishdan iborat deyish mumkin.
Shu sababli, ushbu usul ko‘pincha o‘rniga qo‘yish usuli deb ham
ataladi.

Bu usulda ko‘zda tutilgan natijaga erishish, asosan, ¢(x) funk-
sivani gqanchalik to‘g‘ri tanlanishiga bog‘liq, chunki bu funksiya tan-
langandan keyin g funksiya yagona ravishda aniqlanadi. O‘rniga
qo‘yish usuli uchun universal algoritm yo‘q. Shu sababli, bu usul
bilan mo‘ljallangan amaliy natijaga erishish asosan hisoblovchining
mahoratiga bog‘liq, ya’ni uning ichki hissiga hamda formulalarni te-
gishli ravishda teng kuchli formulalarga almashtirish bo‘yicha egal-
lagan bilimiga bog‘liqdir.

5.2.1 - misol. Quyidagi

/ eS"MT cosx do

integralni hisoblang.
Agar t = sinz almashtirish bajarsak, dt = cosx dx bo‘ladi va
shuning uchun,
sinx

e cosx dr = e’ dt.

Demak,

/eSi” Ccos T dm/et dt = et +C =7 4 (.
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5.2.2 - misol. Quyidagi

/tg:v dm/smw dx
coS T
integralni hisoblang.

Agar t = cos x almashtirish bajarsak, df = —sina da bo‘ladi va
shuning uchun,

sinx dx —dt
tgx de = = .
cos t
Demak,
dt
tgx de = — 7 —Inft|+ C = —In|cosz| + C.
5.2.3 - misol. Quyidagi
/(23@ 1 5)2097 dye

integralni hisoblang.

Bir gqarashda gavsni Nyuton binomi formulasi yordamida ochib,
integral ostidagi ifodani 2008 ta haddan iborat yig‘indi ko‘rinishda
yozib olib, so‘ngra boshlang‘ich funksiyani hisoblash kerakdek ko‘ri-
nadi. Ammo, agar quyidagi

t=2x+5, di=2dx

almashtirishni bajarsak, integral oson hisoblanadi, ya’ni

1 1 t2008 (2ZE + 5)2008
22+ 5)2007 ¢ /t2007—dt— o= Lo
/( 7 +5)7 do 2 2 2008 w016 ¢

3. Bo‘laklab integrallash.
5.2.3 - tasdiq. Agaru va v funksiyalar biror intervalda differen-
stallanuvehi bo‘lib, v/ (x)v(x) ko‘paytma shu intervalda boshlang‘ich
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Junksiyaga ega bo‘lsa, u holda u(x)v'(x) ko‘paytma ham shu inter-
valda boshlang‘ich funksiyago ega bo‘ladi va

/u(m)fu’(w) dr = u(x)v(x) — /'U(:E)u’(zv) dx (5.2.6)

tenglik bajarilads.
Isbot. Agar ko‘paytma hosilasi uchun ma’lum bo‘lgan

(uwv) = u'v +uv’
formuladan foydalansak,
u(@)v'(2) = [u(z)v(z)] — u'(2)v(2)

bo‘ladi. Bunda, o‘ng tomon boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lgani
uchun, chap tomon ham boshlang‘ich funksiyaga egadir. Shunday
ekan, bu tenglikni integrallab, talab qilingan (5.2.6) formulani
olamiz.l

Eslatma. (5.2.6) tenglikni odatda

/u dv = uv — /’U du (5.2.7)
ko‘rinishda yoziladi.

Albatta, bo‘laklab integrallash usuli (5.2.6) tenglikning o‘ng
tomonidagi integraluning chap tomonidagi integraldan osonroq hi-
soblangan holdagina foyda beradi.

5.2.4 - misol. Quyidagi

/ xcosx dx
integralni hisoblang.
Agar u = 2, dv = cosz dx desak, du = dx, v = sinx bo‘ladi va
(5.2.7) formula bo‘yicha bo‘laklab integrallasak,

/:ECOS:E dwwsinm—/sinm dr —xsinxy +cosx +C
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tenglikni olamiz.
5.2.5 - misol. Quyidagi

/ x?cosx da
integralni hisoblang.
Agar u = 2%, dv = cosx dx desak, du = 2xdx, v = sinx bo‘ladi
va bo‘laklab integrallasak,

/£E2COS£E dww2sinm—2/msinw dx

tenglikni olamiz.

O‘ng tomondagi integralni hisoblash uchun biz bu safar v =
x, dv = sinxzdr deb, yana bo‘laklab integrallash formulasini qo‘l-
laymiz. Natijada

/wsinw dx = x(—cosx) — /(—cosw) dx = —xcosx +sinx + C

tenglik hosil bo‘ladi.
Shunday qilib,

/£E2COS£E dr = 2®sinx + 2w cosx — 2sinx + C.

E’tibor bering, yuqoridagi integralni hisoblashda bo‘laklab integ-
rallash formulasidan ikki marta foydalanishga to‘g‘ri keldi.
5.2.6 - misol. Quyidagi

/:Eo‘lnzv dr (o # —1)

integralni hisoblang.
dx pott
Agaru = Inz, dv = 2% dx desak, du = —, v = T bo‘ladi

va, bo‘laklab integrallash formulasiga ko‘ra,

maJrl maJrl ClLE maJrl maJrl
“Inxdr = Inx— -~ = ng——— (.
/m HEer=ar e /a+1 T ey PRI PR
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§ 5.3. Kompleks qgiymatli funksiyalarni integrallash

Ta’rvif. Kompleks qiymatli x haqiqiy o‘zgaruvchili f(x) funksiya-
stning boshlang‘ich funksiyasi deb

Fl(z) = f(x) (5.3.1)

tenglikni qanoatlantiruvchi kompleks qiymatli F(x) funksiyaga ayti-
lads.

5.3.1 - tasdiq. Kompleks qiymatli x haqiqiy o‘zgaruvchili F(x) =
U(x)+iV(x) funksiya kompleks qiymatli f(x) = u(x)+iv(x) funksiya-
ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lishi uchun U(x) funksiya u(x) ning
va V(x) funksiya v(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bolishi zarur va
yetarlidir.

Isbot bevosita boshlang‘ich funksiya ta’rifidan kelib chigadi.

Bu holda ham boshlang‘ich funksiyaning umumiy ko‘rinishi aniq-
mas integral deyiladi va quyidagicha belgilanadi

/ f@)de — Fla) + C, (5.3.2)

bu yerda C' = 7 + iCy - ixtiyoriy kompleks o‘zgarmas son. Shun-
day qilib, f kompleks giymatli funksiyani integrallash masalasi ikki
haqiqiy funksiyani, ya'ni f funksiyvaning haqiqiy va mavhum qism-
larini integrallashga kelar ekan.

Masalan, agar

f(x) = cosx +isinx
bo‘lsa,
/f(w) drx = sinx —icosx + C
bo‘ladi.
Kompleks giymatli funksiya uchun boshlang‘ich funksiya topish

jarayoni integrallash deyilib, u xuddi haqiqiy funksiyani integrallash
amali ega bo‘lgan xossalarga egadir.
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5.3.1 - misol. Agar a va b haqiqiy sonlar bo‘lib, ¢ = a + ib
bo‘lsa,

In|x —¢| + iarctg u, agar Imc#0 bo'lsa,

b(x,c) = b
In|x — ¢l agar Imc=0 bo'lsa,
(5.3.3)

ko‘rinishda aniglangan funksiya

1

= 5.3.4
pla,c) = —— (53.4)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.
Hagiqatan, agar (4.7.11) formulada n = 1 desak,
1
g =
(r,0) = —
bo‘ladi.
Shuning uchun,
dx
=& C. 5.3.5
L~ o)+ (535)

5.3.2 - misol. Faraz qgilaylik, a va b haqiqiy sonlar bo‘lib, ¢ =
a +ib bo'lsin. Agar ®(x, ¢) (5.3.3) tenglik bilan aniglangan funksiya
bo‘lsa, istalgan natural n soni uchun

_1yn—1
/(x Ciwc)” N ((nl_)l)! o (a,0) +C (5.3.6)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot bevosita (4.7.11) tenglikdan kelib chigadi.

§ 5.4. Ratsional funksiyalarni integrallash

1. Algebraik ko‘phadlarning xossalari. Ushbu bandda kom-
pleks algebraik ko‘phadlarni, ya’ni quyidagi ko‘rinishdagi
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P(2) = ap2" + ar2" "+ 12+ an (5.4.1)

funksiyalarni o‘rganamiz, bu yerda ag - berilgan kompleks sonlar
bo‘lib, z = x + iy esa kompleks o‘zgaruvchidir.

Agar ag # 0 bo‘lsa, n natural son ko‘phadning darajasi deyiladi
va agar barcha z € C larda P(z) = 0 bo‘lsa, ko‘phad aynan nolga
teng deyiladi.

5.4.1 - tasdiq. Agar ko‘phad aynan nolga teng bo‘lsa,uning bar-
cha koeffitsientlari nolga teng bo‘ladi.

Isbot. Quyidagi

a2 +a12" '+ 4 an_1z ta, =0, zeC,

ayniyat bajarilsin deylik.
Agar bu tenglikda z = 0 desak, a, = 0 hosil bo‘ladi. Shunday
ekan, yuqoridagi ayniyatni

z[aozn_l a2Vt an—1] =0, z€C

ko‘rinishda yozish mumkin.
Natijada, z # 0 uchun

a2 " a1+ A =0

tenglikni olamiz.

Chap tomondagi funksiya uzluksiz bo‘lgani sababli, bu tenglik
z = 0 da ham ofrinli bo‘ladi, ya'ni, bundan chiqdi, tenglik bar-
cha z € C larda bajariladi. Hosil ho‘lgan ayniyatda z = 0 desak,
an—1 = 0 ni olamiz. Bu jarayonni davom ettirsak, P ko‘phadni bar-
cha koeffitsientlarining nolga tengligi kelib chigadi.ll

5.4.2 - tasdiq. Agar ikki ko‘phad bir-biriga aynan teng bo‘lsa,
w holda uwlor bir xil koeffitsientlarga egadir.

Ushbu tasdiq yuqoridagi 5.4.1 - tasdiqning natijasidir. Hagigatan,
bu ko‘phadlarning ayirmasi aynan nolga teng bo‘lib, natijada ayir-
maning barcha koeffitsientlari noldan iborat bo‘ladi.
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Har ganday mushat darajali ko‘phadni darajasi kichikroq bo‘lgan
ixtiyoriy ko‘phadga bo‘lish haqgidagi navbatdagi tasdiq algebraik
ko‘phadlar nazariyasida muhim ahamiyatga egadir.

5.4.3 - tasdiq. Agar P(z) darajasi n > 1 bo‘lgan ixtiyoriy
ko ‘phad bo‘lsa, u holda darajasi m < n bo‘lgan istalgan H(z) ko‘phad
uchun darajasi n—m bo‘lgan shunday Q(z) va darajasi m dan kichik
bo‘lgan shunday R(z) ko‘phadlar topiladiki, wlar uchun

P(z) = H(z) Q(2) + R(2) (5.4.2)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Bu tasdigdagi ko‘phadlarni nomlash uchun odatdagi atamalar-
dan foydalaniladi, ya’ni P - bo‘linuvchi, H - bo‘luvchi, ¢ - nisbat,
R - goldiq deb ataladi.

5.4.3 - tasdiq <burchak> usuli bilan bo‘lish orqali isbotlanadi.

5.4.1 - misol. Agar

P(z) =2° +32° + 42 + 52+ 6, H(z) =2 +1
ko‘phadlar berilgan bo‘lsa,
P)=(2+1)(* +22+4) + (32 +2)
deb yozish mumkin, ya'ni (5.4.2) dagi belgilashlarda
Q(z)=2*+221+4, R(z)=3z+2

tengliklar bajariladi.

Faraz qilaylik, ¢ ixtiyoriy kompleks son bo‘lsin. Agar (5.4.2)
tenglikda H(z) ko‘phad sifatida chiziqli ikki had deb ataluvchi bi-
rinchi darajali z — ¢ ko‘phadni olsak,

Pzy=(z—¢)-Q(2)+R

tenglikni olamiz, bu yerda R - nolinchi darajali ko‘phad, ya'ni o‘zgar-
mas kompleks son. Bu tenglikda z = ¢ desak, R = P(c) tenglik hosil
bo‘ladi. Shunday qilib, biz Bezu teoremasi deb ataluvchi quyidagi
tasdiqni isbotladik.
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5.4.1 - teorema (E.Bezu (E.Bézout)). Agar P(z) darajasi
n > 1 bo‘lgan ixtiyoriy ko‘phad bo‘lsa, u holda istalgan ¢ kompleks
soni uchun darajasi n — 1 bo‘lgan shunday Q(z) ko‘phad topiladiki,
U

P(z) =(z—¢) - Q(2)+ P(c) (5.4.3)

tenglikni qonoatlantiradi.

Agar (5.4.2) tenglikda qoldiq aynan nol bo‘lsa, ya'ni R(z) = 0
bo‘lsa, P(z) ko‘phad H(z) ko‘phadga bo‘linadi deymiz.

Ta’rif. Agar P(c) =0 bo‘lsa, ¢ soni P ko‘phadning ildizi deb
ataladi.

5.4.2 - teorema. Darajasi n > 1 bo‘lgan P(z) ko‘phad (z — ¢)
tkki hadga bo‘linishi uchun ¢ sont P ko‘phadning ildizi bo‘lishi zarur
va yetarlidir.

Isbot bevosita Bezu teoremasidan kelib chigadi. Hagigatan,
(5.4.3) formulaga ko‘ra,

Piz)y=(z-0¢)-Q(2) (5.4.4)

tenglik faqat va faqat P(c) = 0 bo‘lganda bajariladi.

Ushbu paragrafda z = r+1iy kompleks o‘zgaruvchini qarashimiz-
ga asosiy sabab shundaki, fagat shu holdagina har qanday ko‘phad
ildizga ega ho‘ladi deb aytish mumkin. Bu haqidagi tasdiq algebra-
ning asosiy teoremasi deyilib,uning ishotini buyuk nemis matemati-
gi Gauss nomi bilan bog‘lashadi.

Algebraning asosiy teoremasi. Musbat darajali har ganday
algebraik ko‘phad ildizga ega.

Algebraning asosiy teoremasining isboti odatda kompleks o‘zga-
ruvchili funksiyvalar nazariyasi kursida keltiriladi.

E’tibor bering, agar biz algebraik ko‘phadlarning faqat haqiqiy
ildizlari bilan cheklanganimizda, teorema o‘rinli bo‘lmas edi. Masa-
lan, P(x) = 22 + 1 ko‘phad haqigiy ildizga ega emas.

Shuni gayd etib o‘tamizki, ko‘phad koeffitsientlarini ozgina o‘z-
gartirish natijasida haqiqiy ildizlarning soni o‘zgarishi mumkin. Ma-
salan, ikkinchi darajali

P(x,a) =2*—a
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ko‘phad a = 0 da yagona (ikki karrali) haqiqiy ildizga ega: xo = 0.
Agarda a koeffitsient noldan fargli bo‘lsa, u nolga ganchalik yaqin
bo‘lmasin, natija o‘zgaradi. Chunonchi, agar a > 0 bo‘lsa, P(x,a)
ko‘phad ikki haqiqiy ildizga ega: x1 = —/a, 2 = V/a, lekin a < 0
bo‘lganda esa, bu ko‘phad umuman haqiqiy ildizga ega emas.

Algebraning asosiy teoremasiga asoslanib, n - darajali istalgan
ko‘phad n ta (kompleks) ildizga ega ekanini ko‘rsatamiz.

5.4.3 - teorema. Agar P(z) - (5.4.1) ko‘rinishga ega bo‘lgan
n > 1 darajali ko‘phad bo‘lsa, shunday n ta ci,cs, ..., c, kompleks
sonlar topiladiki, ular uchun

Piz)y=ap(z—c1) - (z—c2) (2 —cCn-1) (2 —Cn) (5.4.5)

tenglik bajariladi.

Isbot. Algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra, P ko‘phad biror
kompleks ¢; soniga teng bo‘lgan ildizga ega. Demak, (5.4.4) teng-
likka ko‘ra, darajasi n — 1 ga teng bo‘lgan shunday Q:(z) ko‘phad
topiladiki, u uchun

P(z) = (z —c1) - Q1(2) (5.4.6)

tenglik bajariladi.

Agar n > 1 bo‘lsa, yana algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra,
Q1(z) ko‘phad ham biror ¢y ga teng bo‘lgan ildizga ega bo‘ladi.
Demak, (5.4.4) ga ko‘ra, endi darajasi n—2 ga teng bo‘lgan shunday
Q2(z) ko‘phad topiladiki, u uchun

Q1(z) = (2 — c2) - Q2(2)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Bundan, (5.4.6) ga asosan,

P(z) = (z —c1) - (z = c2) - Qaf2)

ni olamiz.
Bu mulohazalarni davom ettirib, biz quyidagi
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Plz)=(z—c) (z—c2) (z—ca1) (2 —cn) Qn  (547)

tenglikka kelamiz, bu yerda ), - nolinchi darajali ko‘phad, ya'ni
kompleks o‘zgarmas sondir.

Nihoyat, agar (5.4.7) tenglikning o‘ng tomonidagi qavslarni ochib,
hosil bo‘lgan ko‘phaddagi z* lar oldidagi koeffitsientlarni (5.4.1)
ko‘phaddagi mos koeffitsientlar bilan solishtirsak, ¢}, = a¢ tenglikni
olamiz.l

Eslatma. (5.4.5) tenglikda ba’zi ¢ ildizlar o‘zaro ustma-ust
tushishi mumkin. Shuni hisobga olgan holda, ko‘phadni ikki had-
lar ko‘paytmasi sifatida quyidagicha yozib olsak bo‘ladi:

P(z) =ao(z —c1)™ (2 —c2)™ - (2 — )™, (5.4.8)

endi bu yerda bharcha ¢ sonlar har xildir. Har bir m; ko‘rsatkich
natural bo‘lib, u ¢ ildizning karrasi deyiladi. Ravshanki,

my+me+---+m=n. (5.4.9)

Agar karra my, — 1 bo‘lsa, ¢ ildiz oddiy, aks holda esa u karrali
ildiz deyiladi.

Ravshanki, ¢ soni P ko‘phadning m - karrali ildizi bo‘lishi uchun,
Q(c) # 0 shartni qanoatlantiruvchi biror ko‘phad topilib,

P(z) = (z = "Q(z)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

2. Ratsional funksiyalar xossalari. Aytaylik, P va ¢ - kom-
pleks koeffitsientli algebraik ko‘phadlar bo‘lib, @(z) #Z 0 bo‘lsin,
va'ni () nolga teng nolinchi darajali ko‘phad bo‘lmasin. Ushbu band-
da biz quyidagi

f(z) = (5.4.10)
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ko‘rinishga ega bo‘lgan ratsional funksiyalarni o‘rganamiz. Ravshan-
ki, berilgan f = — ratsional funksiyaning aniglanish sohasi C kom-

pleks tekislikdan maxrajning nollari olib tashlangan to‘plamga teng:

D(f) =C\ {z:Q(z) = 0}. (5.4.11)

Xususan, har qanday ko‘phad ham, Q(z) = 1 deb qarasak, rat-
sional funksiya bo‘ladi. Agar f va g funksiyalar ratsional bo‘lsa,
bevosita tekshirish orqali f+g, f—g, f-g va S (g(2) # 0 bo‘lganda)

funksiyalar ham ratsional ekanini ko‘rish mumkin.
Agar P(z) ko‘phadning darajasi Q(z) ko‘phadning darajasidan

r
kichik bo‘lsa, % ratsional funksiya to‘g‘ri kasr deyiladi.
. . P(z . . o
5.4.4 - tasdiq. Berilgan 0 ratsional funksiya to‘g‘ri kasr

bo‘lib, ¢ kompleks soni Q(z) ko‘phadning m - karrali ildizi bo‘lsin,
ya’'ni quyidagi tenglik bajarilsin:

Q) =(z—0)"Q1(2), buyerda Q1(c)#£D0. (5.4.12)
U holda

Qi) (z—cym + (z — )™ 10 (2) (5.4.13)

tenglik bajariladi.

r
Bu tenglikda A — 0 ((CC)) o ‘zgarmas son bo‘lib, P1(z) esa shunday
1
ko ‘phadki, (5.4.13) ning o‘ng tomonidagi u qatnashgan oxirgi kasr

to‘g‘ri kasrdir.
Isbot. Quyidagi

Piz) A B P(z) A PR -A(?)
Q) (=™ (z—mQu(z) (=™  (2—)"Qu(2)
(5.4.14)

ayirmani garaymiz.
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Ravshanki, shartga ko‘ra, ¢ soni (5.4.14) ning o‘ng tomonidagi
oxirgi kasr suratning ildizidir. Haqigatan,

P(c) — AQ1(c) = P(c) —
Shunday ekan,

P(z) — AQ1(2) = (2 — ) P1(2).

Bu tenglikni (5.4.14) ga qo‘ysak, talab gilingan (5.4.13) muno-
sabatni olamiz.l

1 - eslatma. Biz ¢ kompleks soni garalayotgan to‘g‘ri kasrning
nafagat maxrajining ildizi, balki suratining ham ildizi bo‘lgan holni
inkor qilmaymiz. Bu holda (5.4.13) dagi A o‘zgarmas nolga aylanadi.

2 - eslatma. Shuni aytish kerakki, (5.4.13) tenglikning o‘ng
tomonidagi ikkinchi kasr maxraji, darajasi dastlabki kasr maxraji-
ning darajasidan kichik bo‘lgan ko‘phaddir ((5.4.2) tenglikka qarang).

5.4.4 - teorema. Berilgan ng) ratsional funksiya to‘gri kasr
bo‘lib, Q(z) ko‘phad quyidagi
RQzY=(Z—-—c)™ (z2—c)™ - (z—cp)™ (5.4.15)

ko‘rinishga ega bo‘lsin, ya’ni k = 1,2, ...,n uchun c kompleks soni
Q(2) ko‘phadning my, - karrali ildizi bo‘lsin.
U holda ratsional funksiya quyidagi ko ‘rinishga ega bo ‘ladi:

k=1 j=1
_ An Aqo Aty
(z—c1) (z—c1)? (z —cp)m™
Ao Ao Ao,
+ ot
(z—c2)  (2—c2)? (z — cg)m2
Anl An2 Anmn
+ 5 + (5.4.16)
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Bu tenglikda Ay; lar kompleks o‘zgarmaslar bo‘lib, ularning bir
qismi nolga teng bo‘lishi mumkin.

Isbot ketma - ket 5.4.4 - tasdigni qo‘llashdan iborat. Chunonchi,
bu teoremani har bir qo‘llash natijasida hosil bo‘ladigan to‘g‘ri kasr
maxrajining darajasi kamayib boradi. Bu jarayonni toki o‘sha dara-
ja birga teng bo‘lguncha davom ettirish yetarlidir.

3. Ratsional funksiyalarning integrallanishi.

5.4.5 - teorema. Haqgiqiy o‘zgaruvchili har qanday ratsional
funksiya elementar funksiyalarda integrallanadsi.

Isbot bevosita 5.4.4 - teoremadan kelib chiqadi. Hagigatan,
har qanday ratsional funksiyani ko‘phad va to‘g‘ri kasr yig‘indisi
ko‘rinishida yozish mumkin. O‘z navbatida, har qanday to‘g‘ri kasr
esa, 5.4.4 - teoremaga ko‘ra (z ni haqiqiy o‘zgaruvchi x deb garab,
ya’ni mavhum qismi y = 0 deb),

pj(@,cr) = ( ! (5.4.17)

ko‘rinishdagi kasrlarning chiziqli kombinatsiyasi sifatida yoziladi (bu
yerda cp-kompleks sonlar).

Nihoyat, yuqorida ko‘rilgan 5.3.2 - misolga asosan, (5.4.17) ko‘ri-
nishdagi ifodalarning boshlang‘ich funksiyalari elementar funksiya-
lardan iboratdir.ll

1 - eslatma. Agar ¢ = a + ib va 2 haqiqiy o‘zgaruvchi desak,

Olr,c) — In|x — ¢| + i arctg x_;a’ agar Imec#0 bolsa,
In|z — ¢, agar Imc=0 bo'lsa,
(5.4.18)

ko‘rinishda berilgan funksiya, (5.3.6) ga asosan,

_1)y-1 )
/(xiwc)j - ((Jl_)n! DR A1

tenglikni qanoatlantiradi. Boshqacha aytganda, bu tenglikning o‘ng
tomonidagi ifoda (5.4.17) uchun boshlang‘ich funksiyadir.
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Demak, ratsional funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi ratsional

kasrlar hamda quyidagi ikki :
L(z) = Injx —¢] (5.4.20)
va
T—a
b
funksiyalarning yig‘indisidan iborat bo‘lar ekan.

2 - eslatma. Agar haqiqiy o‘zgaruvchili ratsional funksiyada
koeffitsientlari ham haqiqiy bo‘lsa, u holda, albatta, boshlang‘ich
funksiya ham hagqiqiy qiymatli funksiya bo‘ladi. Bunday funksiyalar
uchun yuqoridagi teorema kabi tasdiq o‘rinlidir:

haqiqiy o‘zgaruvchili va haqigiy koeffitsientli har qanday rotsi-
onal funksiya elementar funksiyalarda integrollonadi va uning bosh-
lang‘ich funksiyasi logarifm, arktangens va rotsional funksiyalar or-
qali ifodalanadi.

Haqgiqatan, agar f(x) haqiqiy koeffitsientli ratsional funksiya
bo‘lsa, u holda 5.4.4 - teoremaga ko‘ra, bunday funksiya ham (5.4.16)
ko‘rinishda ifodalanadi, bu yerda ¢; sonlar va Ag; koeffitsientlar,
umuman aytganda, kompleks sonlardir. Shunday ekan, f uchun bosh-
lang‘ich funksiya ratsional funksiyalar va (5.4.20) hamda (5.4.21)
ko‘rinishlardagi funksiyalarning kompleks koeffitsientlar bilan olin-
gan chizigli kombinatsiyasi orqali ifodalanadi.

Ammo f uchun boshlang‘ich funksiya haqiqiy funksiya bo‘lgani
sababli, ravshanki, bu boshlang‘ich funksiya yuqoridagi chizigli kom-
binatsiyaning haqiqiy qismiga teng bo‘ladi. Bu chizigli kombinat-
siyaning mavhum qismi esa o‘zgarmasga teng bo‘lib, biz bu o‘zgar-
masni nolga teng deb hisoblashimiz mumkin.

4. Ba’zi trigonometrik integrallarni hisoblash. Ushbu band-
da biz ikki o‘zgaruvchili ratsional funksiyalarni qaraymiz. Avval ikki
o‘zgaruvchili ko‘phad tushunchasini kiritaylik.

Ta’rif. Ikki wu va v hagigiy o‘zgaruvchili hagiqiy ko‘phad deb
quyidagi chekli yig‘indiga aytiladi:

P(u,v) = Z CrmuFv™, (5.4.22)
k,m

A(x) = arctg (5.4.21)



§5.4. Ratsional funksiyalarni integrallash 293

bu yerda cyym koeffitsientlar haqgiqiy sonlardir.
Masalan,

Plu,v) = u + 3uPv + 5uv? + T +9

funksiya ikki o‘zgaruvchili ko‘phadga misol bo‘ladi.
Ta’rif. Ikki u va v o‘zgaruvchili ratsional funksiya deb (5.4.22)
ko ‘rinishdagi ikki ko ‘phadning nisbatiga aytamiz:

P(u,v)
Q(u,v)

5.4.5 - Tasdiq. Agar R(u,v) ikki o ‘zgaruvchili ratsional funksiya
bo‘lsa, u holda

R(u,v) =

f(x) = R(sinzx,cosx)

ko‘rinishdagi funksiya elementar funksiyalarda integrallanads.

Isbot. O‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanamiz. Bu-
ning uchun, universal trigonometrik almashtirish deb ataluvchi, quyi-
dagi

t—tg g (5.4.23)
almashtirishni bajaramiz.
U holda ot
r = 2arctgt, dr= Ty
bo‘ladi.
Bundan tashqari,
ot
sing = 7 P
va, shunga o‘xshash,
1t
COSE = 7 e

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
Shunday ekan, (5.4.23) almashtirishni bajarsak,

. 2t 1 —t2\ 2dt
/R(smm,cosw)dm/R<1+t271+t2> 112
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munosabatni olamiz.

Ravshanki, o‘'ng tomondagi integral ostida ¢ argumentning rat-
sional funksiyasi turibdi. Shuning uchun, 5.4.5 - teoremaga asosan,
bu integral ¢t = tgE o‘zgaruvchining elementar funksiyasidir. De-

mak, bunday boshlang‘ich funksiya x o‘zgaruvchining ham elemen-
tar funksiyasi bo‘ladi.ll
5.4.2 - misol. Quyidagi

/ dx
cosx —2sinx + 3

integralni hisoblang.
(5.4.23) universal trigonometrik almashtirishni qo‘llasak,

/ dx / 1 2dt
cosx —2sinx +3 ) 1—1t2 ot 142

e e

/ 2dt / dt B
) 1 —t2—A4t+34312 ) 2—-2t4+2

dt
/m :arctg(t—1)+0

hosil ho‘ladi.
Demak,

/ du — arct (t x 1)+C’
cost —2sine +3 s\'85 ’

§ 5.5. Misollar

1 - misol. Integralni hisoblang:

| 7=

Kofrsatma. { = v/e* — 1 almashtirish bajaring.



§5.5. Misollar 295

2 - misol. Integralni hisoblang:

/ (znz)? da.

Ko‘rsatma. ¢t = Inx almashtirish bajarib, bo‘laklab integral-
lashni qo‘llang.
3 - misol. Integralni hisoblang:

dx
sinz - costz’

Ko‘rsatma. (5.4.23) universal trigonometrik almashtirishni
go‘llab, ratsional funksiyani integrallashga keltiring. So‘ngra, 5.4.4
- tasdigdan foydalaning.

4 - misol. Integralni hisoblang:

2¢ + 1
dx.
/ 3r—2 v
Kof‘rsatma. Ushbu

2+ 1 B a

= b
3r—2  3x—2 +
tenglikdan a va b koeffitsientlarni toping.
5 - misol. Integralni hisoblang:
a < x < b

dx
/ Ve —a)b—2x)

Ko‘rsatma. Quyidagi

r—a

.2
—sin“t
b—ua

almashtirishni bajaring.
6 - misol. Integralni hisoblang:

/\/ a? + x2 de.
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Kof‘rsatma. x = a sht almashtirish bajaring.
1
7 - misol. Agar f/(2%) = o (x > 0) bo'lsa, f(x) funksiyani
toping.
Ko‘rsatma. f/(x) funksiyani topib, uni integrallang.
8 - misol. Integralni hisoblang:

a1 sinx + by cosx p
- x
asinx + bcosx

Ko‘rsatma. Quyidagi
arsinz + bycosx = A(asinz + bcosz) + Blasinx + beosx)

tenglikdan A va B koeffitsientlarni toping.
9 - misol. Integralni hisoblang:

/ 25da

VI—a?
Ko‘rsatma. 1 — 22 = {? almashtirish bajaring.
10 - misol. Integralni hisoblang:

dx
/ (@ —2)2(x +3)*

Kof‘rsatma. { = -
x+3

almashtirish bajaring.



VI Bob. Aniq integral

§ 6.1. Integral - integral yig‘indilar limiti sifatida

1. Egri chiziqli trapetsiya yuzasi. Aniq integral tushunchasi
biror kesmada berilgan funksiya grafigi va abssissalar o‘qi bilan
chegaralgan geometrik shakl yuzasini hisoblash masalasi bilan uzviy
bog ligdir.

Biror [a, b] kesmada f funksiya berilgan bo‘lib, u manfiy bo‘lma-
gan giymatlar gabul gilsin. Bu funksiya grafigi, abssissalar o‘qi ham-
da r = a va x = b vertikal to‘g‘ri chiziglarning ikki kesmalari bilan
chegaralangan shaklni 7" deb belgilaylik:

T={(x,y) €eR? : 0<y<flx), a<ax<b} (6.1.1)

T shaklni odatda egri chizigli trapetsiya deyishadi. Bu shaklning
S = S(T) yuzasini hisoblash maqsadida [a, b] kesmani

a—xp <1 <2< ...<xp =

nuqtalar yordamida [xg_1, 2|, kK = 1,2, ...,n qismiy kesmalarga ajra-
tamiz.
U holda 7" egri chizigli trapetsiya quyidagi:

Th ={(x,y) €eR* : 0<y < f(®), ap<x<mp_y}

ko‘rinishdagi kichik egri chizigli trapetsiyalarning yig‘indisiga ay-
lanadi.
Agar
AiEk =X — Tk—1
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deb belgilash kiritsak, 7} kichik egri chiziqli trapetsiyaning Sp =
S(Ty) yuzasi taqriban

S(Tk) = [(&k) Awy

ga teng bo‘ladi, bu yerda & nuqta |[rr—1, 2] kesmaning ixtiyoriy
nugqtasidir.

Shunday ekan, butun 7" egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi taqri-
ban

NE

S(T) ~ ) f(&k) Awy (6.1.2)
k=1
ga teng bo‘ladi (6.1-rasm).
A
! //|
""‘--;\ 1
e[ | 1
Bl Sl I i (e,
/ belgaas | I (I,
S e T I N (e
/1 e | I g
1 L | o 1 1 :
1 ; 1 | 1 1 !
I bl sl | I I
I : Pl | | :
I | ! I ! : ! 1 .y
0 [x0 &1 S0 & Sa¥a  x
6.1-rasm

Agar har bir qismiy [2g_1,2x| segmentning uzunligini kichik-
lashtirsak (va natijada, bo‘linish nuqtalari soni n ni oshirsak), (6.1.2)
vig‘indi egri chiziqli trapetsiya yuzasiga yanada yaqinroq bo‘lishini
kutish tabiiydir.

Shuni qayd etish joizki, biz egri chizigli trapetsiya yuzasining
aniq ta’rifiga ega emasmiz. Shu sababli, bizning yuqoridagi mulohaz-
alarimiz mana shu yuzani intuitiv tushunishimizga asoslangan edi.
Biz boshga yo‘l tutsak ham bo‘ladi, chunonchi, gismiy segmentlar
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uzunligi nolga intilgan vaqtdagi (6.1.2) yig‘indining limitini (6.1.1)
egri chizigli trapetsiya yuzasi deb atashimiz mumkin.

2. Integral yig‘indilar limiti. Shunday qilib, f funksiya (bu
safar manfiy bo‘lmasligi shart emas) biror [a, b] kesmada aniqlan-
gan bo‘lsin. Bu kesmaning P bo‘linishi deb shunday P = {xx}}_,
nuqtalar to‘plamiga aytamizki, ular

={a=290 <2 <..<zp=>}

shartni gqanoatlantirsin. Har bir [xg_q, xx| qismiy segmentda biror
&, nugtani tanlaymiz:

Te—1 < & < 2.

Ta’rif. Berilgan f funksiyaning P bo ‘linish va {&;} nugtalar tan-
lanishiga mos integral yig‘indisi deb, ushbu

op(f) = op(f 451 = D f&) Ay (6.1.3)
k—1

songa aytiladi, bu yerda Axp — Tp — Tp_1.
P bo‘linishning diametri deb eng katta qismiy segmentning uzun-
ligiga aytamiz:

= d(P) = Axg. 1.4

d = d(P) max A (6.1.4)

Ta’rif. Agar ixtiyoriy £ > 0 son olinganda ham shunday § =

d(e) > 0 son topilsaki, d(P) < & shartni qanoatlantiruvchi har

qanday P bo‘linish uchun &; oraliq nugtalarning tanlanishiga bog‘liq
bo‘lmagan holda biror I soni bilan quyidagi

|1 — op(fAGH | < ¢ (6.1.5)
tengsizlik bajarilsa, w holda I soniga (6.1.3) integral yig‘indilar-
ning d(P) — 0 dagi limiti deyiladi.

Bunda quyidagicha yoziladi:
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I = i .
a0 7P

Ta’rvif. Agar berilgan f funksiya uchun (6.1.3) yig‘indilarning
d(P) — 0 dagi I limiti mavjud bolsa, u holda f funksiya |a,b]
kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi deyiladsi.

Ko‘rsatilgan 7 limit f funksiyadan [a, b] kesma bo‘yicha olingan
Riman aniq integrali deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

b
/f(:v)dac =1 (6.1.6)

(<integral a dan be gacha ef iks de iks> deb o‘qiladi).

(6.1.6) tenglikda f funksiya integral ostidagi funksiya deb, a
soni integralning quyi chegarasi va b soni esa integralning yuqori
chegarasi deb ataladi.

Eslatma. Berilgan f funksiyaning [a, b] kesmada Riman bo‘yicha
integrallanuvchi bo‘lishi uchun istalgan integral yig‘indining, bo‘linish
diametri kichiklashganda istalgancha kichik gilish mumkin bo‘lgan
biror ap(f) kattalik bilan birga, quyidagi:

b
opl(f) — /f(:v) de + ap(f) (6.1.7)

ko‘rinishga ega bo‘lishi zarur va yetarli.

3. Nyuton-Leybnits formulasi. Ushbu bandda biz differen-
sial hisobni integral hisob bilan bog‘lovchi asosiy formulani isbot-
laymiz. Tarixan shunday sodir bo‘lganki, bu formulaning turli ko‘ri-
nishlarini har xil vaqgtlarda bir-biridan bog‘ligsiz ravishda ko‘pgina
matematiklar ishotlashgan. Nyuton xam bu formula hagida o'z us-
tozi Barroudan xabar topib, undan ko‘p foydalangan. Lekin matem-
atik adabiyotlarda ushbu formulani, differensial va integral hisobni
shakllanishida eng katta hissa qo‘shganligiga hurmat ramzi sifatida,
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Nyuton va Leybnits nomlari bilan bog‘lashadi. Darhagigat, fan tar-
ixchilarining mehnati zoye ketmadi va hozir bu formulani ko‘pincha
sodda qilib integral hisobning asosiy formulasi deb atashadi.

Riman integralining yuqoridagi integral yig‘indilar limiti sifatida
keltirilgan ta’rifi biroz uzunroq va murakkabroq bo‘lib ko‘rinishiga
garamasdan, bu ta’rif yordamida integral hisobining asosiy teore-
masini eng sodda isbotini berish mumkin.

6.1.1 - teorema (Nyuton-Leybnits formulasi). Faraz qi-
laylik, f funksiya |a,b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘lsin. Bundan tashqari, F funksiya |a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib,
har bir ichki nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin va

Fl(x) = f(x), a<ax<b, (6.1.8)

tenglik bajorilsin.
U holda quyidagi

b
/ f@)de — F(b) — Fla) (6.1.9)

formula (integral hisobining asosiy formulasi) o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Berilgan [a, b| kesmaning ixtiyoriy P = {a =20 < 21 <
.. < &n = b} bo‘linishini olamiz. Lagranj formulasiga asosan, har
qanday qismiy [xg_1, 2] kesmada shunday & nuqta topiladiki, u
uchun
Flay) — Flog—r) = F'(&)Axy

tenglik bajariladi. Bu tenglikni, (6.1.8) ga ko‘ra,

F(LEk) — F(:Ek_l) = f(gk)ALEk (6.1.10)

ko‘rinishda yozish mumkin. Endi (6.1.10) tengliklarni £ bo‘yicha 1
dan n gacha yig‘ib, zaruriy gisqartirishlarni bajarsak,

Z F(ar_1)] ngkAxk (6.1.11)

k=1 =1
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tenglikni olamiz.

Bu tenglikning chap tomoni [, b] kesmaning bo‘linishiga bog‘liq
emas. Tenglikning 0‘ng tomoni esa integral yig‘indidan iborat bo‘lib,
uning limiti f funksiyadan |a,b] kesma bo‘yicha olingan integralga
teng. Shunday ekan, (6.1.11) tenglikda limitga o‘tib, talab qilingan
(6.1.9) formulani olamiz.l

Eslatma. Odatda quyidagi

— F(b) - F(a) (6.1.12)

belgilashlardan foydalaniladi.
Bunda (6.1.9) integral hisobining asosiy formulasini ko‘pincha

b
/f(x) de = F(x) |} (6.1.13)

ko‘rinishda yozishadi.

4. Integrallanuvchi funksiyalarga misollar.

6.1.1 - misol. O‘zgarmas f(x) = ¢ funksiya istalgan [a, b kesma-
da integrallanuvchidir. Haqiqatan, istalgan P = {x;} bo‘linish va
ixtiyoriy & € [rr—1, %] uchun f(&;) = ¢ tenglikdan

op(f,{&k}) = cAxy + cAxs + ... + cAx,, = c¢(b—a)

munosabat kelib chigadi.
Demak,

lim op(/, {£}) = (b — a).

Shuning uchun

b
/cdw = ¢(b—a). (6.1.14)
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6.1.1 - tasdiq. Agar f funksiya |a,b] kesmada Riman bo‘yicha
integrollonuvchi bo‘lsa, u shu kesmada chegaralangan bo‘ladsi.

Isbot. Faraz qilaylik, f funksiya |a, b] kesmada Riman bo‘yicha
integrallanuvchi bo‘lib, I uni integral yig‘indilarining limiti bo‘lsin.
Demak, ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday §(e) > 0 topiladiki, bo‘linish
diametri d(P) < § bo‘lgan istalgan (6.1.3) ko‘rinishdagi integral
yig‘indi (6.1.5) shartni qanoatlantiradi. Xususan, £ = 1 desak, d(P) <
5(1) bo‘lganda

n

Z (&) Ay

< |1 + 1 (6.1.15)

tengsizlikni olamiz.

Albatta, f funksiyaning har bir qismiy [zr_1, 2x] kesmada chega-
ralangan ekanini ko‘rsatish yetarli. Isbotni teskarisini faraz qilish
yoli hilan olib boramiz. Demak, faraz qilaylik, berilgan funksiya
biror gismiy kesmada chegaralanmagan bo‘lsin, masalan, g, 21| da.

Quyidagi

fE)Az = Z f (&) Ay, — Z f(&) Ay,

tenglikka ko‘ra, (6.1.15) dan

n

> F(&) Awy

k=2

|fE)1 Az < 1] + 1 + (6.1.16)

kelib chigadi.

Biroq bu tengsizlik f funksiyaning [zg, 21] qismiy kesmada chega-
ralanmagan degan farazimizga ziddir. Hagiqatan, k£ > 2 bo‘lsa, har
qanday tayinlangan &g € [rr_1, k] oraliq nugtalar uchun shunday
&1 € |xo, x1) nugtani ko‘rsatish mumkinki, funksiyaning chegaralan-
maganligiga ko‘ra, (6.1.16) ning chap tomoni uning o‘ng tomonidan
katta bo‘ladi.
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Ofrnatilgan garama-qarshilik 6.1.1 - tasdiq o‘rinli ekanini
ko‘rsatadi.ll

Shunday qilib, Riman bo‘yicha integrallanuvchi har qanday funk-
siya chegaralangan ekan. Ammo bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas.
Hagigatan, navhatdagi misolda chegaralangan, lekin Riman ho‘yicha
integrallanmaydigan funksiyaga misol keltiramiz.

6.1.2 - misol. Dirixle funksiyasi

D) — 1, agar x ratsional bo‘lsa,
0, agar x irratsional bo‘lsa,

hech qanday [a,b] C R, a < b, kesmada integrallanuvchi emas.
Haqiqatan, |a, b] sonlar o‘qining ixtiyoriy kesmasi bo‘lib, P uning
ixtiyoriy bo‘linishi bo‘lsin. Quyidagi ikki integral yig‘indini garaymiz:

op(D{&}) = > D(&) Awy

=1

va .
op(D,{m}) = > D(m) Awy.

T

1

Oraliq & nuqta sifatida [z,_1, 2] kesmadan istalgan ratsional
nuqtani olamiz va ikkinchi yig‘indi uchun oraliq nx € [2r—1, %] nug-
ta sifatida istalgan irratsional nuqtani olamiz. U holda, ravshanki,
D(&,) = 1 va shuning uchun

op(D,{&}) = Az =b—a.

NE

1

k
Xuddi shunga o‘xshash, D(ng) = 0 va shuning uchun

UP(Dv {nk}) = 0.

Modomiki b—a # 0 ekan, oxirgi ikki integral yig‘indi o‘zaro teng
emas. Bundan chiqdi, Dirixle funksiyasining integral yig‘indilari yuqo-
ridagi ta'rif bo‘yicha limitga ega bo‘la olmaydi. Demak, Dirixle
funksiyasi [a, b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanmas ekan.
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Agar Rla, b] simvol orqali [a, b] kesmada Riman bo‘yicha integ-
rallanuvchi funksiyalar to‘plamini belgilasak, u holda Rla, b] beril-
gan [a,b] kesmada chegaralangan funksiyalar to‘plamining qismiy
to‘plami bo‘ladi. Bundan tashqari, bu qismiy to‘plam xosmasdir,
va'ni u chegaralangan funksiyalar to‘plami bilan ustma-ust tush-
maydi.

Dirixle funksiyasining integrallanmasligiga sabab uni sonlar o‘qi-
ning har bir nuqgtasida uzilishga ega ekanligidadir. Biroq bundan
Riman bo‘yicha integrallanuvchi funksiya uzilish nuqtasiga ega bo‘la
olmaydi degan fikr kelib chiqgmaydi.

6.1.3 - misol. Har qanday ¢ € |a, b] uchun

1 = ‘1
gelw) = 7 EEETC bo'lsa, (6.1.17)
0, agar x # ¢ bo'lsa,
funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘lib,
b
/gc(m) de = 0 (6.1.18)

tenglik o‘rinlidir.
Haqiqatan, agar ¢ nuqta P bo‘linishning hech bir nuqtasi bilan
ustma-ust tushmasa,

P {6 = D gelé) Ay, (6.1.19)
k=1

integral yig‘indida oshib borsa bitta had noldan farqli bo‘lib, ravshan-
ki, u ham d(P) dan kichik yoki teng bo‘ladi. Agarda ¢ nuqta P

bo‘linishning biror nuqtasi bilan ustma-ust tushsa, (6.1.19) yig‘indida
noldan farqli had oshib borsa ikkita bo‘ladi. Lekin har ikkala holda

ham integral yig‘indilar d(P) — 0 da nolga intilishi aniq. Demak,

(6.1.18) tenglik o‘rinli bo‘lar ekan.H
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§ 6.2. Riman integralining asosiy xossalari

1. Riman integralining chiziqliligi. Ushbu bandda Riman
integralining integral ostidagi funksiyadan chizigli bogliq ekanini
ko‘rsatamiz.

6.2.1 - teorema. Agar f va g funksiyalar [a,b] kesmada Riman
bo ‘yicha integrallanuvchi bo‘lsa, istalgan haqiqiy A va p sonlar uchun
Af g funksiya ham shu kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘lib,

b b

b
/[)\f(m)Jrug(x)] dx = )\/f(x) dx + u/g(x) de  (6.2.1)

a a

tenglik bajariladi.

Isbot. Agar P berilgan [a, b] kesmaning istalgan bo‘linishi bo‘lsa,
Af + pg funksiyaning (6.1.3) ko‘rinishdagi integral yig‘indisi f va g
funksiyalar integral yig‘indilari bilan quyidagicha hog‘langan bo‘ladi:

op(Af +ug) = Aop(f) + pop(g). (6.2.2)

Shartga ko‘ra f va g funksiyalar integrallanuvchi, shuning uchun,
(6.1.7) tenglikka asosan, ularning integral yig‘indilarini quyidagi:

b
op(f) = / f@yde + ap(f)

va
b

oplg) = / g(@)de 1 aplg),

a

ko‘rinishlarda yozish mumkin, bu yerdagi ap(f) va ap(g) katta-
liklarni bo‘linish diametri kichiklashganda istalgancha kichik qilish
mumkin.
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Demak,

b b
op(Af +pg) = / dx+u/g()dw+

TAap(f) + pap(g). (6.2.3)
Modomiki
Aap(f) + pap(g)

kattalikni P bo‘linish diametri kichiklashganda istalgancha kichik
qilish mumkin ekan, (6.2.3) tenglik Af + pg funksiya Riman bo‘yicha
integrallanuvchi bo‘lib, (6.2.1) tenglik o‘rinli ekanini anglatadi.l

Navbatdagi muhim xossani integralning integrallash kesmasi-
ning funksiyasi sifatida additiviigi deb atashadi.

6.2.2 - teorema. Agar a < b < ¢ bo‘lib, f funksiya [a,b] va
[0, c| kesmalarda integrallanuvchi bo‘lsa, bu funksiya |a,c| kesmada
ham integrallanuvchi bo‘ladi va quyidagi tenglik bajariladi:

/cf(:v)dac = /bf(:v)dm + /cf(:v)dac. (6.2.4)
a a b

Isbot. 1. P* simvol orqali [a, | kesmaning b nuqtani o‘z ichiga
olgan ixtiyoriy bo‘linishini belgilaymiz, ya’ni, agar

Pr={a=wp<w1 <22 < ... <2p =}
desak, biror m nomer uchun b = 2, bo‘ladi. Ravshanki, bu holda
P* bo‘linish quyidagi ikki bo‘linish yig‘indisidan iborat bo‘ladi:
1) [a, b] kesmaning diametri d(P;) < d(P) bo‘lgan

Po={a=20<x1 <22< ... <2y =0b}

bo‘linishi va
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2) [b, ] kesmaning diametri d(F2) < d(P) bo‘lgan
Py ={b=2m < Tmi1 < Tmiy2 < ... < Xp =}

bo‘linishi.
Mana shu P* bo‘linishga mos kelgan f funksiyaning integral
yig‘indisini

> HE) A = [(&) Ay + Z [ Az, (6.2.5)
k—1 k=1

k=m-+1

ko‘rinishda yozish mumkin.

Shartga ko‘ra, f funksiya [a,c| va [c,b] kesmalarda integral-
lanuvchidir. Shuning uchun, (6.2.5) ning o‘ng tomonidagi integral
yig‘indilar f funksiyadan mos ravishda [a,c| va [c,b] kesmalarda
olingan integrallarga intiladi. Demak, (6.2.5) ning chap tomonidagi
integral yig‘indi (6.2.4) ning o‘ng tomonidagi integrallar yig‘indisiga
intiladi, ya'ni

b c
li . = d dex. 6.2.6
m o) = [f@d v [ 620
a b
2. Endi [a, ¢] kesmaning, b nuqtani o'z ichiga olmagan, ixtiyoriy
P bo‘linishini qaraymiz. Aytaylik, b nuqta 2,,_1 va x,, nuqtalar
orasida yotsin, ya’'ni

Tm—1 < b < app.

Agar P boflinishga b nuqtani qo‘shsak, [a,c| kesmaning yan-
gi bo‘linishini olamiz. Ana shu bo‘linishni P* simvol orqali belgi-
laymiz. Bunda, albatta, d(P*) < d(P) bo‘ladi. Ravshanki, bu ikki
bo‘linishlarga mos keluvchi (6.1.3) ko‘rinishdagi integral yig‘indilar
ayirmasini quyidagicha yozish mumkin

op(f) — op(f) =
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= f&m)@m—am-1) — (&) (b=am-1) — F(§)(@m—b), (6.2.7)

bu yerda &, € [wm_1,b] va &I € [b, x,]. Integrallanuvchi funksi-
vaning chegaralanganligi haqidagi 6.1.1 - tasdiqqa ko‘ra, shunday
M > 0 o‘zgarmas topiladiki, barcha x € |a, | uchun |f(x)] < M
tengsizlik bajariladi. Shuning uchun (6.2.7) dan

lop(f) — op () < M(xm —Tm—1) + M(b—2m_1) + M(xm—0b) =

— 2M Az, < 2Md(P) (6.2.8)

kelib chigadi.
Demak, har ikkala integral yig‘indi bitta limitga ega bo‘lib, (6.2.6)

ya'ni (6.2.4) tenglik bajarilar ekan.H
Eslatma. Biz (6.2.4) tenglikda a < b < ¢ deb faraz gilgan edik.

Agar istalgan ¢ uchun
/f(w) dr = 0 (6.2.9)

deb kelishib olinsa, (6.2.4) tenglik a < b < ¢ bo‘lganda ham o‘rinli
bo‘ladi. Shuni alohida qayd etamizki, (6.2.9) tenglik isbotlanmaydi
va u faqat kelishuv natijasidir.

Navbatdagi tasdiq, |a, b] kesmada integrallanuvchi funksiya qiy-
matini shu kesmaga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy ¢ nugtada o‘zgartirsak,
o‘zgartirilgan funksiya yana integrallanuvchi bo‘lib, bunda integral-
ning giymati o‘zgarmasligini ko‘rsatadi.

6.2.1 - tasdiq. Agar f funksiya |a,b] kesmada Riman bo‘yicha
integrallanuvchi bo‘lib, ¢ € |a, b] bo‘lsa, istalgan haqiqiy p uchun

i, agar x = ¢ bo‘lsa,

Ful) — {f(w), agar x # ¢ bo‘lsa,
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funksiya ham [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lib,

b b
/fﬂ(ac)dw = /f(:v)dac
tenglik bajarilads.

Isbot bevosita 6.2.1 - teorema va 6.1.3 - misoldan kelib chigadi.
Buning uchun, quyidagi o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan,

ful@) = f2) + [p = f(0)]ge(x)

tenglikdan foydalanish yetarli.

Eslatma. Agar [a, b] kesmada integrallanuvchi funksiyaning qiy-
matlarini shu kesmaning istalgan chekli sondagi nuqtalarida o‘zgar-
tirsak, hosil bo‘lgan funksiya yana integrallanuvchi bo‘lib, bunda
integralning giymati o‘zgarmaydi.

Shuni aytish kerakki, Dirixle funksiyasi nolga aynan teng funksi-
yadan sanoqli sondagi nuqtalarda (barcha ratsional nuqtalarda) farq
giladi. Demak, agar integrallanuvchi funksiya giymatlarini sanoqli
sondagi nugtalarda o‘zgartirsak, Dirixle funksiyasi misolida ko‘rgani-
mizdek, o‘zgartirilgan funksiya Riman ho‘yicha integrallanmasligi
ham mumkin ekan.

6.2.1 - misol. Aytaylik, ¢ € R bo‘lsin. Shu nuqtada uzilishga
ega bo‘lgan

holx) — {1, agar x > ¢ bo‘lsa, (6.2.10)
0, agar x < ¢ bo‘lsa,

funksiyani aniglab,uning istalgan [a, b] kesmada integrallanuvchi eka-
nini ko‘rsatamiz.

Hagiqatan, agar ¢ nuqta [a,b] kesmadan tashqarida yotsa, bu
kesmada h.(x) o‘zgarmas bo‘lib, 6.1.1 - misolga ko‘ra, u integral-
lanuvchi bo‘ladi.

Bordi-yu ¢ € [a, b] bo‘lsa, (6.2.10) funksiya [c, b] kesmada o‘zgar-
mas bo‘lib, [a, ¢] kesmada esa, ¢ nugtadan boshqa barcha nuqtalarda
o‘zgarmasga teng bo‘ladi. Shuning uchun, u har ikkala kesmalarda
ham integrallanuvchi bo‘ladi. Demak, 6.2.3 - teoremaga ko‘ra, bu
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funksiya butun |a, b] kesmada integrallanuvchidir. Xususan, agar ¢ €
[a, b] bo‘lsa,

b
/hc(w) dx = b—c (6.2.11)

tenglik bajariladi.

Shuni aytish kerakki, h.(x) funksiya pog‘onasimon (yoki bo ‘lakli-
o‘zgarmas) deb ataluvchi funksiyalarga eng sodda misoldir. Umu-
man, pog‘onasimon deb quyidagi ko‘rinishdagi funksiyaga aytiladi:

flx) = zn:ajhcj(:v), (6.2.12)
j=1

bu yerda a; va ¢; berilgan haqiqiy sonlardir.
6.2.2 - misol. A = [« ) - sonlar o‘qining biror yarim intervali
bo‘lsin, ya'ni
A ={zeR:a<z<f}

Quyidagi
I A bo‘l
wia, A) = - BERTT E A Do, (6.2.13)
0, agarx ¢ A bo'lsa,
funksiyani aniglayamiz (6.2-rasm).
ty
r—
I I
I I
I I
I I
I I
] o >
0 a B X

6.2-rasm
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Ushbu w(z, A) funksiya A yarim intervalning zarakteristik funksi-
yasi deyiladi. Agar ho(z) va hg(z) (6.2.10) tenglik orqali aniglangan
pog‘onasimon funksiyalar bo‘lsa, ravshanki,

w(x,A) = holx) — hg(x).

Aniqlanishiga ko‘ra, w(x,A) funksiya istalgan kesmada integral-
lanuvchi bo‘lib, agar A yarim interval biror [a, b] kesmaning ichida
yotsa, (6.2.1) va (6.2.11) tengliklarga asosan,

b

b b
/ W, Ayda — / () der— / h(@)de — (b—a) — (b—B) — B—av

a

Shunday qilib, agar A yarim interval [a, b] kesmaning ichida joy-
lashgan bo‘lib,uning uzunligini |A| = § — a desak,

b
/w(x,A) d — |A| (6.2.14)

a

tenglik bajarilar ekan.

6.2.3 - misol. P = {a =20 < 21 < 22 < ... < a2 = b} -
berilgan [a, b] kesmaning biror bo‘linishi bo‘lsin. Bu kesmada h(x)
funksiyani shunday aniglaymizki, u har bir qismiy Ax = [vk—1, 2x)
yarim intervalda o‘zgarmas bo‘lib, . qiymatni qabul qgilsin, ya’ni

h(xz) = pr, agar x € Ar bolsa (6.2.15)

(k = n bo‘lganda Ay sifatida A, = [zp—1,2n] = [Tn—1,b] kesma
olinadi).

Albatta, bunday aniqlangan h(z) funksiya pog‘onasimondir.
Agar 6.2.2 - misoldagi belgilashlardan foydalanib, w(xz, Ag) deb Ag
qismiy yarim intervalning xarakteristik funksiyasini olsak, h(x)
funksiyani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin bo‘ladi:

h(x) = Zuk w(x, Ag). (6.2.16)
k=1
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Demak, xulosa qilib shuni aytish mumkinki, istalgan pog‘onasi-
mon funksiya har qanday [a,b] kesmada Riman bo‘yicha integral-
lanuvchi bo‘lar ekan. Bundan tashqari, (6.2.14) tenglikka ko‘ra,

b n b n
/h(x) de = Zuk/w(%Ak)diEZMMAM-
a k=1 a

k=1

Bundan, (6.2.15) ta’rifni hisobga olsak, oraliq nuqtalar & €
[xk—1, ) istalgancha tanlanganda ham,
b n
/ Wayde — 3 h(g) Ay (6.2.17)
a k=

1

tenglikni olamiz. Boshgacha aytganda, P bo‘linishning qismiy in-
tervallarida o‘zgarmas qiymat qabul qiluvchi A(x) pog‘onasimon
funksiyadan olingan integral shu P bo‘linishga mos keluvchi integral
yig‘indiga teng bo‘lar ekan.

Integralning navbatdagi xossasi tengsizlik belgisi bilan bog‘langan
funksiyalardan olingan integrallar hagidadir.

6.2.1 - lemma. Berilgan f funksiya [a,b] kesmada Riman
bo‘yicha integrallanuvchi bo‘lsin. Agar

flx) 20, a<ax<hb, (6.2.18)

bo‘lsa, quyidagi tengsizlik bajariladi:

b
/f(w) dr > 0. (6.2.19)

Isbot. Agar f funksiyadan olingan integral manfiy bo‘lganda
edi, (6.1.7) tenglikka ko‘ra, P bo‘linishning diametri yetarlicha kichik
bo‘lganda, op(f) integral yig‘indi ham manfiy bo‘lar edi. Ammo
(6.2.18) shartga asosan f funksiyaning barcha integral yig‘indilari
musbatdir. Bu qarama-qarshilik lemmani isbotlaydi.l
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6.2.3 - teorema. Berilgan f va g funksiyalar |a,b] kesmada
Riman bo‘yicha integrallanuvchi bo‘lsin. Agar

flx) < glx), a<ax<b, (6.2.20)

bo‘lsa, quyidagi tengsizlik bajariladi:

b b

/f(w) de < /g(x) de. (6.2.21)

a a

Isbot bevosita 6.2.1 - teorema va 6.2.1 - lemmadan kelib chigadi.

§ 6.3. Darbuning yuqori va quyi integrallari

1. Darbuning yuqori va quyi yig‘indilari. Yuqorida ko‘rga-
nimizdek, Riman integralining ta’rifiuning xossalarini nishbatan oson
isbotlashga imkon beradi. Ammo bu ta’rif yordamida berilgan funksi-
yaning biror kesmada integrallanuvchiligini aniglash ancha murakkab-
dir.

Integralning yana boshqgacha aniglash usulini fransuz matema-
tigi J.G.Darbu taklif gilgan. Darbu ta’rifining ustunligi shundan ib-
oratki, u bo‘yicha integrallanish kriteriyasi nisbatan yaqqolroq ifo-
dalanib, osonroq tekshiriladi. Bu usulning asl mohiyati integralla-
nishga tekshirilayotgan f funksiyani ikkita pog‘onasimon funksiyalar
bilan ikki tomondan yaqinlashtirishdadir; ulardan biri f dan kichik
bo‘lib yaginlashsa, ikkinchisi esa f dan katta bo‘lib unga yaqginlasha-
di.

Faraz qilaylik, f funksiya biror [a, b] kesmada aniglangan bo‘lib,
shu kesmada chegaralangan bo‘lsin. Bundan tashqari, P = {a =
2o <21 < X2 < ... < xp = b} berilgan kesmaning ixtiyoriy bo‘linishi
bo‘lsin.

Endi h(x) pog‘onasimon funksiyani shunday aniqlaymizki, u har
bir [xx_1, 2x) qismiy yarim intervalda biror p qiymatni gqabul gilsin
(agar k = n bo‘lsa, biz h(x) funksiya oxirgi qismiy [zp—_1,2n] =
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[€n—1,b] kesmada o‘zgarmasga teng deb olamiz). Bunday aniqlan-
gan h(x) funksiya, 6.2.3 - misolda ko‘rganimizdek, Riman bo‘yicha
integrallanuvchi bo‘ladi va undan olingan integral (6.2.17) formula
bo‘yicha hisoblanadi.

Faraz qilamiz, h(x) pog‘onasimon funksiya shunday aniglangan
bo‘lsinki, u uchun

hz) < flx), a<ax<b, (6.3.1)

tengsizlik bajarilsin. Bu bahoni ta‘minlash uchun A(z) funksiyaning
e = mk giymatlarini quyidagicha aniqlash kifoya:

mg = inf { f(t) : t € [rr_1, 2] }. (6.3.2)

Hosil bo‘lgan funksiyani h(xz, P) simvoli bilan belgilaymiz. De-
mak, agar Ag = [xg_1, k) desak (kK = n bo‘lganda, odatdagidek,
A, = [rn_1, Ty] deb hisoblaymiz), biz quyidagi ta’rifga ega bo‘lamiz:

agar x € Ap  bo‘lsa,

h(x, P) = my, k=1,2,..,n. (6.3.3)

Pog‘onasimon h(z, P) funksiyani P bo‘linishga mos keluvchi Dar-
buning quyi pog‘onasimon funksiyasi deb ataymiz.

Shunday qilib, Darbuning quyi pog‘onasimon funksiyasi (6.3.1)
tengsizlikni qanoatlantirib, undan olingan integral, (6.2.17) ga ko‘ra,

/h x, P)d kaALEk (6.3.4)

ga teng (6.3-rasm).

(6.3.4) tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indi P bo‘linishga mos
keluvchi Darbuning quyt yig‘indist deyiladi va odatda quyidagicha
belgilanadi:

P) = > mpAxy. (6.3.5)
k=1
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6.3-rasm

Xuddi shu singari, berilgan P bo‘linish uchun Darbuning yugori
pog‘onasimon funksiyasi H(x) = H(x, P) ni shunday aniqlaymizki,
u har bir Ay = [xx_1, ) qismiy yarim intervalda o‘zgarmas bo‘lib,
quyidagi

My = sup { f(t) : t € [mp—1,24] } (6.3.6)
tenglik bilan aniqlangan giymatlarni qabul qilsin.

Shunday qilib,

H(:E,P) = My , z€A, k=12 ..n (6.3.7)

Yuqori pog‘onasimon funksiya integrali

/ H(x, P)d ZMkAxk (6.3.8)

ga teng (6.4-rasm).

(6.3.8) tenglikning o‘ng tomonidagi yig‘indi P bo‘linishga mos
kelgan Darbuning yuqori yig‘indisi deyiladi va odatda quyidagicha
belgilanadi:

P) == zn:MkALEk (6.3.9)
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Darbuning har qanday bo‘linishga mos kelgan yuqori pog‘onasi-
mon funksiyasi quyidagi

H(x,P) > f(x), a<ax<hb, (6.3.10)

tengsizlikni gqanoatlantirishi aniq.

Shuni aytish kerakki, shartimizga ko‘ra o‘rganilayotgan funksiya
chegaralangan bo‘lgani uchun, (6.3.2) va (6.3.6) kattaliklar va bu-
ning natijasida, Darbuning quyi (6.3.5) va yuqori (6.3.9) yig‘indilari
chegaralangan aniq sonlardir.

2. Darbuning yuqori va quyi integrallari. Darbuning quyi
va, yuqori yig‘indilari xossalarini navbatdagi bir gator sodda jum-
lalarda keltiramiz. Bu jumlalarda f funksiyani [a, b] kesmada aniqlan-
gan va chegaralangan ixtiyoriy funksiya deb qaraymiz.

1 - jumla. Berilgan |a,b| kesmaning istalgan ikki Py va P
bo‘linishlari uchun h{x, P1) quyi pog‘onasimon funksiya H(x, P2)
yuqori pog‘onasimon funksiyadan katto emas, ya'ni

hz,P1) < H(x,P), a<xz<b. (6.3.11)

Isbot (6.3.1) va (6.3.10) tengsizliklardan kelib chiqadi.
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2 - jumla. Darbuning istalgan quyi pog‘onasimon funksiyasi-
dan olingan integral Darbuning har gqanday yuqori pog‘onasimon
Jfunksiyasidan olingan integraldan katta emas, ya’ni

b b
/h(m,Pl)dx < /H(:E,Pg)dx.

Isbot 1 - jumla bilan 6.2.3 - teoremadan kelib chigadi.
3 - jumla. Darbuning istalgan quyi yig‘indisi Darbuning har
qanday yuqort yig‘indisidan katta emas, ya’'ni

s(f,P1) < S(f, P). (6.3.12)

Isbot Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari ta’rifi hamda 2 -
jumladan kelib chigadi.

4 - jumla. Darbuning barcha quyi yig‘indilar: to‘plami yugori-
dan chegaralangan bo‘lib, Darbuning barcha yugori yig‘indilari to ‘p-
lami quyidan chegaralangan bo ‘lads.

Isbot 3 - jumladan kelib chigadi.

Ta’rif. Berilgan f funksiyadan |a,b] kesma bo‘yicha olingan Dar-
buning quyi integrali I1(f) deb [a,b] kesmaning barcha boli-
nishlart bo‘yicha olingan Darbu quyi yigindilarining aniq yuqori
chegarasiga aytamiz, ya'ni

I(f) =sup s(f, P). (6.3.13)
P

Ta’rif. Berilgan f funksiyadan |a,b] kesma bo‘yicha olingan Dar-
buning yuqori integrali 1(f) deb[a,b] kesmaning barcha bo ‘linish-
lari bo‘yicha olingan Darbu yuqori yig“indilarining aniq quyi chegara-
stga oaytamiz, ya'ni

I(f) = n}g S(f, P). (6.3.14)

Ravshanki, Darbuning bunday aniglangan quyi va yuqori integ-
rallarining mavjudligini 4 - jumla ta‘minlaydi.

5 - jumla. Darbuning quyi integrali Darbuning yuqgori integrali-
dan katta emas, ya'ni

I(f) < I(f). (6.3.15)
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Isbot 3 - jumladan kelib chigadi.
Ta’rif. Agar f funksiya uchun Darbuning quyi integrali Darbun-
ing yuqort integraliga teng bo‘lsa:

I(f) = 1()), (6.3.16)

u holda bu funksiya [a,b] kesmada Darbu ma’nosida integrallana-
di deymiz, bunda Darbuning quyi va yuqori integrallarining wmu-
miy qiymating, ya'ni Ip = 1 = I sonni f funksiyaning [a,b] kesma
bo‘yicha Darbu ma’nosidagi integrali deymiz.

Endi P bo‘linishga yangi nuqtalarni qo‘shganda Darbuning quyi
va yuqori yig‘indilari qanday o‘zgarishini kuzatamiz.

6 - jumla. Agar P berilgan |a,b] kesmaning ixtiyoriy bo‘linishi
bo‘lib, P* esa P ga chekli sondagi nuqtalarni qo‘shishdan hosil bo‘lgan
yangi bo‘linish bo‘lsa, Darbuning quyi va yugori yig ‘indilari quyidagi
tengsizliklarni qanoatlantiradi:

s(f,P) < s(f,P*), S(f,P*) < S(f,P). (6.3.17)

Shunday qilib, bo‘linishga yangi nuqtalarni qo‘shganda Darbu-
ning quyi yig‘indilari o‘sib, Darbuning yuqori yig‘indilari esa kama-
var ekan.

Isbot. Shubhasiz, bu jumlani P bo‘linishga fagat bitta nuqta
go‘shilgan holda isbotlash yetarlidir.

(6.3.17) dagi tengsizliklardan o‘ngdagisini isbotlaymiz. Aytaylik,
boshlang‘ich bo‘linish

P ={a=x<x <..<x,="0}

ko‘rinishga ega bo‘lib, yangi P* bo‘linish (2,1, ) intervalda yot-
gan bitta z* nuqtani:

Tme1 < 25 < Ty,

go‘shishdan hosil bo‘lsin.
Bunda A, = [€m—1,Tm) qismiy yarim interval ikkiga bo‘linadi:

Am = AL UA"
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bu yerda Al = [xm—1,2%) va Al = [2*, 2m).
Ravshanki, bu qo‘shilish natijasida (6.3.9) yig‘indining faqat m
- nomerli bitta hadi o‘zgaradi. Demak,

S(f, P)—S(f, P*) = My, Axy, — M), N, — M Ay, (6.3.18)

bu yerda M/, va M) sonlar f funksiyaning mos ravishda A/, va A
yarim intervallardagi aniq yuqori chegaralari bo‘lib, Az, = (2* —
Tm—1) va Axy, = (2, —2*).

Agar o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

tengsizliklarni va

Ny, + ANy, = Az,

tenglikni hisobga olsak, (6.3.18) dan talab qilingan tengsizlik kelib
chigadi:

S(f,P)—S(f,P*) = (My, — M Nz, + (M, — M!)A" 2, > 0.

(6.3.19)

Xuddi shunga o‘xshash (6.3.17) dagi tengsizliklardan chapdagisi
ham ishotlanadi.ll

7 - jumla (Darbu ma’nosida integrallanish kriteriyasi).

Chegaralangan [ funksiyaning Darbu ma’nosida integrallanuvchi bo’-

lishi  uchun ixtiyoriy £ > 0 son olganda ham shunday P bo‘linish
topilib,uning uchun

S(f,P:) — s(f,P:) < ¢ (6.3.20)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlh.
Isbot. 1. Avval f funksiya Darbu ma’nosida integrallanuvchi
bo‘lsin, deylik. U holda, (6.3.16) ta'rifga ko‘ra,

sup s(£.P) = 1() = Ip = T() = inf S(.P). (6321



§6.3. Darbuning yuqori va quyi integrallari 321

Aniq chegaralarning ta’riflariga binoan shunday ikki P, = P;(¢)
va P, = P5(¢) bo‘linishlar topiladiki, ular uchun

s(f,P) > Ip — g S(f, Py) < Ip+ g (6.3.22)

tengsizliklar bajariladi.

Bu ikki Py va P bo‘linishlarni birlashtirish natijasida hosil bo‘l-
gan bo‘linishni P. simvoli bilan belgilaymiz. U holda, 6 - jumlaga
ko‘ra, P va P» bo‘linishlardan P. bo‘linishga o‘tishda quyi yig‘indilar
fagat o‘sishi mumkin va yuqori yig‘indilar esa, aksincha, fagat ka-
mayishi mumkin. Shuning uchun, (6.3.22) ga ko‘ra,

S(ULP)>Ip =2, S(LP) <Ip T,

Bundan, shubhasiz, (6.3.20) tengsizlik kelib chigadi.
2. Endi (6.3.20) shart bajarilsin, deylik. Ma’lumki, istalgan P
bo‘linish uchun

s(f,P) < I(f) < I(f) < S(/,P)

tengsizliklar bajariladi. Shunday ekan, istalgan bo‘linish uchun quyida-
gi baho o‘rinli bo‘ladi:

I(f) = L(f) < S(f,P) — s(f,P).

Bu bahoda P = P. desak, (6.3.20) ga ko‘ra,

I(f) = L(f) < ¢ (6.3.23)

tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Ravshanki, bundan, ¢ > 0 ixtiyoriyligiga ko‘'ra, I(f) = I(f)
tenglik kelib chigadi. Demak, f funksiya Darbu ma’'nosida integral-
lanuvchi ekan.l

7 - jumlada o‘rnatilgan Darbu ma’nosidagi integrallanish kri-
teriyasi berilgan funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishi hagidagi masa-
lasini to‘la hal giladi.
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Navbatdagi jumlalar integralga berilgan ikki ta’rifni, ya’ni Dar-
buning aniq yuqori va aniq quyi integrallarning ustma-ust tushishi
ma’nosidagi ta’rifi bilan Rimanning integral yig‘indilar limiti ma’nosi-
dagi ta’riflarini o‘zaro bog‘lashga yordam beradi. Chunonchi, bu
jumlalarda Darbuning quyi integrali quyi integral yig‘indilarning,
Darbuning yuqori integrali esa yuqori integral yig‘indilarning limiti
ekani ko‘rsatiladi.

Daslab, 6 - jumlaga qo‘shimcha ravishda, quyi va yuqori yig‘indi-
larning berilgan bo‘linishga qo‘shimcha chekli sondagi nuqgtalar
qo‘shilgandagi o‘zgarishini baholaymiz.

8 - jumla. Berilgan f funksiya |a,b] kesmada chegaralangan
bo‘lib, M bu funksiyaning |a, b] kesmada aniq yuqori va m esauning
aniq quyi chegaralari bo‘lsin. Bundan tashqari, P berilgan |a,b]
kesmaning ixtiyoriy bo‘linishi va d = d(P)uning diametri bo‘lsin.

Agar P* bo‘linish P bo‘linishga yangi N ta nuqgta qo‘shish bilan
hostl bo‘lgan bolinish bo‘lsa, Darbuning quyi yig‘indilar:

s(f, P*) <s(f,P) + N(M —m)d(P) (6.3.24)
tengsizlikni va Darbuning yuqori yig‘indilari esa
S(f, Py < S(f,P*) + NM —m)d(P) (6.3.25)

tengsizlikni qanoatlantirads.

Isbot. Ravshanki, (6.3.24) va (6.3.25) tengsizliklarni N = 1 da
ishotlash yetarli, chunki umumiy holga N marta bittadan nuqtalar
go‘shish bilan o‘tish mumkin.

Shuning uchun, masalan, (6.3.25) tengsizlikni N = 1 da isbot-
laymiz.

Aytaylik, boshlang‘ich bo‘linish P = {a =2g <21 < ... < =
b} ko‘rinishga ega bo‘lib, yangi P* bo‘linish (2y,—1, ¥m) intervalda
yotgan bitta z* nuqtani, yani

shartni qanoatlantiruvchi nugtani qo‘shishdan hosil bo‘lsin.
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Bunda Ay, = [€m—1, Tm) qismiy yarim interval ikkiga bo‘linadi,
ya'ni
A, = ALUAY
bu yerda Al = [xm—1,2%) va Al = [2*, 2m).
Ravshanki, bu qo‘shilishda (6.3.9) yig‘indida fagat m - nomerli
bitta had o‘zgaradi. Demak, xuddi 6 - jumla ishotidagidek ((6.3.19)
ga garang),

H( My, — MPYA" 21, (6.3.26)

bu yerda M/, va M) sonlar f funksiyaning mos ravishda A/, va A/
yarim intervallardagi aniq yuqori chegaralari bo‘lib, A'x,, = 2* —
T_1 va Nz, = 2, — x*.

Nihoyat, o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

My — M, <M —m, My,—M'"<M-m

tengsizliklarni hisobga olsak, (6.3.26) dan talab gilingan (6.3.25)
bahoni N = 1 da olamiz:

S(f,P) = S(f, ) <

< (M —m)A 'z +(M—m)A" 2 = (M —m)Axy, < (M —m)d(P).

Demak, yuqorida qayd qilinganidek, (6.3.25) tengsizlik ixtiyoriy
N uchun ham o‘rinli bo‘lar ekan.
Xuddi shu singari (6.3.24) tengsizlik ham isbotlanadi.l
Ta’rif. Biror A hagiqiy soni berilgan bo‘lsin. Agar istalgan € > 0
uchun shunday & > 0 topilsaki, ixtiyoriy P bo‘linish olganda ham
d(P) < ¢ shartdan
s(f,P) — Al < ¢

tengsizlik kelib chigsa, A son Darbuning quyi s( f, P) yig‘indilarining
d(P) — 0 dagi limiti deyiladi.

Xuddi shunga o‘xshab Darbuning yuqori S( f, P) yig‘indilarining
d(P) — 0 dagi limiti aniglanadi.
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9 - jumla (Darbuning asosiy lemmasi). Berilgan f funksiya

[a, b] kesmada aniglangan va chegaralangan bo‘lsin. U holda, d(P) —

0 da Darbuning quyi va yuqort yig‘indilarining limiti mavjud bo‘lib,

quyt yig ‘indilar limiti Darbuning [ funksiyadan olingan quyi integ-
raliga teng, ya'ni

lim s(f,P) = [

m s(P) = 1L

yuqori yig ‘indilari imiti esa Darbuning [ funksiyadan olingan yuqori

integroliga teng, ya'ni

li S(f,P) = 1
g S0P
bo ‘ladi.
Isbot. Avval Darbuning yuqori yig‘indilarini garaymiz. Istalgan
g > 0 uchun shunday ¢ = d6(¢) > 0 topilishini ko‘rsatamizki,
diametri & dan kichik bo‘lgan ixtiyoriy P bo‘linish uchun

I < S(f,P) <I + ¢ (6.3.27)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsin.

Buning uchun aniq quyi chegara ta’rifidan foydalanamiz. Bu
ta’rifga ko‘ra, istalgan £ > 0 olganda ham shunday P. bo‘linish
topiladiki, u uchun

(8!

S(f,P.) <1+ = (6.3.28)

[\

tengsizlik bajariladi.
Aytaylik, N = N(g) son P: bolinish nuqtalari soni bo‘lsin. U

holda
£ 1

2 N(M —m)

deymiz, bu yerda M orqali f funksiyaning |a,b] kesmadagi aniq
yugori chegarasi va m orqali esa bu funksiyaning aniq quyi chegarasi
belgilangan (biz f o‘zgarmasga aynan teng emas deb hisoblashimiz
mumkin, shuning uchun, M —m > 0).

Endi P diametri d(P) < ¢ shartni gqanoatlantiruvchi ixtiyoriy
bo‘linish bo‘lsin. Modomiki, I yuqori yig‘indi {S(f, P)} lardan [a, b]

§ = d(c) = (6.3.29)
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kesmaning barcha P bo‘linishlari bo‘yicha olingan aniq quyi chegara
ekan, biz tanlagan bo‘linish uchun (6.3.27) da chapdagi tengsizlik
bajariladi. Shuning uchun, bu bo‘linish uchun (6.3.27) dagi qo‘sh
tengsizlikning o‘ng gismini isbotlash yetarli.

Tanlab olgan P bo‘linishimizga P. bo‘linishning barcha nuqta-
larini go‘shishdan hosil bo‘lgan bo‘linishni P* simvol orqali belgi-
laymiz. U holda, 8 - jumlani qo‘llab, (6.3.29) tanlashga ko‘ra,

S(f,P) < S(f,P*) + N-(M—m)s = S(f,P*) + - (6.3.30)

N | O™

tengsizlikni olamiz.
Agar P* bo‘linishni P. bo‘linishga P bo‘linishning barcha nug-
talarini qo‘shish bilan hosil bo‘lgan deb qarasak, 6 - jumlaga ko‘ra,

S(f,P*) < S(f,P.). (6.3.31)

Nihoyat, agar (6.3.30) tengsizlikda avval (6.3.31), so‘ngra (6.3.28)

baholardan foydalansak,

SUP) < SUP) + 5 < T+
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak, (6.3.27) dagi tengsizlikning o‘ng
tomoni ham bajarilar ekan.

Ravshanki, (6.3.27) tengsizlikdan Darbuning yuqori integrali Dar-
buning yugqori yig‘indilarining limiti ekani bevosita kelib chigadi.

Xuddi shunga o‘xshab, Darbuning quyi yig‘indilarining limiti
Darbuning quyi integrali ekani isbotlanadi.l

Darbuning asosiy lemmasidan Darbu ma’nosida integrallanish-
ning navbatdagi yana bir kriteriysini olamiz.

10 - jumla. Berilgan |a, b] kesmada chegaralangan f funksiya-
ning Darbu ma’nosida integrallanuvchi bo‘lishi uchun Darbuning
quyt yig‘indilari limiti Darbuning yuqort yig‘indilari limitiga teng
bo‘lishi, ya’ni

li = 3.
o s(f, P) d<gggo S(f. P) (6.3.32)
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tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Isbot bevosita 9 - jumla va Darbu ma’nosidagi integralning
(6.3.16) ta’rifidan kelib chigadi.

§ 6.4. Riman integrali bilan Darbu ma’nosidagi
integralning ustma-ust tushishi

1. Riman bo‘yicha integrallanish kriteriysi.

1. Ushbu paragrafdagi bizning asosiy magsadimiz - Darbuning
asosiy lemmasiga asoslanib Riman va Darbu integrallarining ustma-
ust tushishini ko‘rsatishdir.

6.4.1 - teorema. Berilgan [ funksiya |a,b] kesmada Riman
bo‘yicha integrallanuvchi bo‘lishi uchun uning shu kesmada Darbu
ma’nosida integrallanuvchi bolishi zarur va yetarl. Bunda Riman
integroli Darbu ma’nosidagi integralga teng bo‘lads.

Isbot. 1) Dastavval f funksiya [a, b] kesmada Darbu ma’nosida
integrallanuvchi bo‘lib,

P={a=a20<21 <..<xp =0}

shu kesmaning ixtiyoriy bo‘linishi bo‘lsin.

Agar my, va My, lar orqali f funksiyaning [x—_1, ] qismiy kesma-
dagi mos ravishda aniq quyi va aniq yuqori chegaralarini belgilasak,
&k € [rp_1, 7% nugtani ixtiyoriy tanlaganda ham

me < f(&) < Mg

tengsizlik bajariladi.
Bu qo‘sh tengsizlikni Axy, ga ko'paytirib, k bo‘yicha yig‘ib chigsak,

s(f, P) < op(f,{&}) < S/, P) (6.4.1)

tengsizlikni olamiz.
10 - jumlaga ko‘ra, (6.4.1) ning chap gismida turgan Darbuning
quyi yig‘indilari ham,uning o‘ng gismida turgan Darbuning yuqori
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yig‘indilari ham bitta limitga intiladi. Shuning uchun, (6.4.1) teng-
sizlikka asosan, integral yig‘indilar ham xuddi o‘sha limitga intila-
di. Bu esa, o‘z navbatida, Riman integrali mavjud bo‘lib, Darbu
ma’nosidagi integralga tengligini anglatadi.

2) Endi f funksiya [a, b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuv-
chi bo‘lib,

P={a=a20<21 <..<xp =0}

shu kesmaning ixtiyoriy bo‘linishi bo‘lsin. Bu bo‘linish diametri-

ni d(P) orqali belgilaymiz. Har bir |[xg_1, 2] kesmadan & nuqtani
shunday tanlaymizki,

f&k) > My — Z(_Pi (6.4.2)

tengsizlik bajarilsin. Bundan tashqari, 0 € [xg_1, x| nugtani shun-
day tanlaymizki,
d(r)

flOr) < mp + b a

(6.4.3)

tengsizlik bajarilsin.
Ikki (6.4.2) va (6.4.3) tengsizliklarni birgalikda quyidagi

d(P)
b—a

d(P)
b—a

f(Ok) — < mp <M < f(&) +
ko‘rinishda yozish mumkin.
Bu qo‘sh tengsizlikni Axy, ga ko'paytirib, k bo‘yicha yig‘ib chigsak,

op(f,{0}) — d(P) < s(f,P) <

< S(,P) < op(f:{&}) + d(P) (6.4.4)

tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Ushbu tengsizlikning chap va o‘ng tomonidagi integral yig‘indilar,
f funksiya Riman bo‘yicha integrallanuvchi bo‘lgani sababli, d(P) —
0 da f funksiyadan olingan Riman integraliga intiladi. Bundan chig-
di, xuddi shu limitga Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari ham
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intiladi. Nihoyat, 10 - jumlaga asosan, bundan f funksiyadan olin-
gan Darbu ma’nosidagi integral mavjud bo‘lib, u Riman bo‘yicha
integralga tengligi kelib chigadi.ll

2. Isbotlangan teorema <Darbu ma’nosidagi integarl> degan
atamani tashlah, keyinchalik bunday integrallarni ham Riman in-
tegrali deyishga imkon beradi. Shuni aytish joizki, bu teoremaga
asosan, avval o‘rnatilgan Darbu ma’nosida integrallanish kriteriysi
bir vaqtning o‘zida Riman bo‘yicha integrallanish kriteriysi ham
bo‘ladi.

Eslatib o‘tamiz, my va My simvollar orqali mos ravishda (6.3.2)

a (6.3.6) tenglilar bilan aniglangan sonlar belgilangan edi.

6.4.2 - teorema (Riman bo‘yicha integrallanish kriteriysi).
Chegaralangan f funksiyaning |a,b] kesmada Riman bo‘yicha integ-
ralanuvchi bo‘lisht uchun ixtiyoriy £ > 0 olganda ham shu kesmani
quyidagt

n
Z (M —mp)Ax, < £ (6.4.5)
k=1

tengsizlikni qanoatlantiruvchi P bo‘linishining topilisht zarur va
yetarlidir.
Isbot o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

(fv Z Mk - mk Amk
k=1

tenglik va 7 - jumladan bevosita kelib chiqadi.
Yuqoridagi kriteriy Riman integralining navbatdagi muhim xos-
salarini isbotlashga imkon beradi.

6.4.3 - teorema. Agar [ funksiya [a,b| kesmada integrallanuv-
chi bo‘lsa, bu funksiya istalgan |c,d] C |a,b] kesmada ham integral-
lanuvchi bo‘ladi.

Isbot. Berilgan f funksiya |a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘lib,
le,d] C [a,b] bo'lsin. Integrallanish kriteriysiga (6.4.2 - teorema)
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ko‘ra, ixtiyoriy £ > 0 olganda ham [a,b] kesmaning shunday P:
bo‘linishi topiladiki,uning uchun navbatdagi baho bajariladi:

S(f, P:) — s(f,P:) < e (6.4.6)

Agar biz P: bo‘linishga ikki ¢ va d nuqtalarni qo‘shsak, 7 - jumla-
ga asosan, yuqori yig‘indilar fagat kamayishi va quyi yig‘indilar esa
faqat oshishi mumkin. Shuning uchun (6.4.6) tengsizlik saqlanadi.
Demak, umumiylikni saglagan holda, biz P. bo‘linish ¢ va d nuqta-
larni o'z ichiga oladi deyishimiz mumkin.

Shunday ekan, P bo‘linishning [¢, d] kesmada yotuvchi nuqtalari
[c, d] kesmaning biror P* bo‘linishini hosil giladi. Bundan tashqari,
shubhasiz,

SULPY) = s(f,PY) < S(f,P:) — s(f, ) . (6.4.7)

Agar (6.4.6) va (6.4.7) tengsizliklarni birgalikda qarasak, [¢,d]
kesmaning P* bo‘linishiga mos kelgan Darbuning yuqori S(f, P*)
va quyi s(f, P*) yig‘indilari uchun quyidagi

S(f,P*) - S(f,P*) <e

tengsizlikni olamiz. Demak, 6.4.2 - teoremaga asosan, [ funksiya
[c, d] kesmada integrallanuvchidir.l

Natija. Agar f funksiya |a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa,
iztiyoriy ¢ € (a,b) uchun bu funksiya |a,c| va |c,b] kesmalarda ham
integrallonuvchi bo‘lib,

/cf(w) de = /bf(:v)dac + /cf(w) dx (6.4.8)
a a b

tenglik bajarilads.

Eslatma. Mazkur tasdiq 6.2.2 - teoremaga teskari tasdiqgdir.
O‘sha teoremada (6.4.8) tenglik a < b < ¢ munosabatni qanoat-
lantiruvchi har ganday a, b, ¢ sonlar uchun isbotlangan edi. Biz in-
tegralni uning yuqori chegarasi quyi chegarasidan kichik bo‘lganda
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shunday aniqlashimiz mumkinki, natijada (6.4.8) tenglik istalgan
a, b, ¢ sonlar uchun o‘rinli bo‘ladi. Chunonchi, agar a < b bo‘lsa,

a b
fxyde = — | f(x)dx (6.4.9)
[ =]

deymiz.

Ravshanki, integralni bunday aniqlashimizda (6.4.8) tenglik har
qanday a, b, ¢ haqiqiy sonlar uchun o‘rinli bo‘ladi (albatta, bunda
integral ostidagi funksiya mos integrallash oraliglarida aniglangan
bo‘lishi zarur).

Shuni alohida gayd etish joizki, integralning yuqori chegarasi
quyi chegarasidan kichik bo‘lgan vaqtda (6.4.9) tenglik isbotlan-
masdan, faqat chapdagi integralning ta’rifi sifatida gabul qilinadi.

3. Agar funksiyaning kesmadagi tebranishi tushunchasini kirit-
sak, (6.4.5) integrallanish kriteriysini boshqa (matematik adabiyot-
larda ko‘p uchraydigan) ko‘rinishda yozish mumkin.

Ta’rvif. Faraz qilaylik, A sonlar o‘qidagi iztiyoriy kesma bo‘lib,
u berilgan f funksiyaning aniglanish sohasiga kirsin. U holda f
funksiyaning A kesmadagi tebranishi deb quyidagi kattalikka ayti-
ladi:

w(f,A) = sup [f(x) = f(y)l (6.4.10)

rEA, yeA

Masalan, agar f(t) funksiya temperaturaning vaqtga bog‘ligligini
ko‘rsatsa va A orqali 24 soatga teng bo‘lgan vaqt intervalini belgi-
lasak, (6.4.10) kattalik temperaturaning bir kecha-kunduzdagi o‘rta-
cha tebranishlarini anglatadi.

Biror kesmadagi funksiyaning tebranishiuning shu kesmadagi
aniq yugori va aniq quyi chegaralarining ayirmasiga tengligini tek-
shirish qiyin emas:

w(f,A) = sup f(x) — inf f(y). (6.4.11)
x€A yeh

Tebranish tushunchasidan foydalanib, 6.4.2 - teoremani nav-
batdagi ko‘rinishda keltirish mumkin.
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6.4.2% - teorema (Riman bo‘yicha integrallanish kriteriysi).
Chegaralangan f funksiyaning |a,b] kesmada Riman bo‘yicha integ-
rallanuvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy € > 0 olganda ham berilgan
kesmaning shunday

P ={a=x<x <..<x,="0}

bo‘linishi topilib, u uchun
Zw [ A Az, < & (6.4.12)
k=1

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli, bu yerda Ap = |[xp—1, k|
2. Murakkab funksiyaning integrallanishi.

Ta’rif. Agar g funksiya |A, B] kesmada aniglangan bo‘lib, shun-
day o‘zgarmas L > 0 topilsaki, istalgan ikkix € [A, Bl vay € |A, B]
nuqtalar uchun

l9(x) — g(y)| < Llz—y| (6.4.13)

tengsizlik bajarilsa, g funksiya berilgan kesmada Lipshits shartini
qanoatlontiradi deyiladi.
6.4.1 - misol. Ushbu

glx) = x|

funksiya butun sonlar o‘qgida Lipshits shartini qanoatlantiradi. Haqi-
qatan,

l9(x) — g = ll=] =yl < |z —yl,

ya'ni (6.4.13) shart L = 1 o‘zgarmas bilan bajarilar ekan.
6.4.2 - misol. Ushbu
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funksiya sonlar o‘qidagi ixtiyoriy kesmada Lipshits shartini ganoat-
lantiradi. Haqiqatan, agar |x| < M va |y| < M bo‘lsa,

lg(@) —g)| =z +yl |z —y| < 2M|x—yl,

ya'ni (6.4.13) shart L = 2M o‘zgarmas bilan bajarilar ekan.
Ravshanki, biror kesmada Lipshits shartini ganoatlantiruvchi
har ganday funksiya shu kesmada uzluksiz ham bo‘ladi. Haqgiqatan,
agar y — « bo‘lsa, (6.4.13) shartdan g(y) — g(x) kelib chiqga-
di, qaysiki o‘z navbatida, g funksiyaning x nuqtadagi uzluksizligini
anglatadi. Bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas, albatta. Masalan,

glx) =+, 0<x<1

funksiya [0, 1| kesmada uzluksiz, ammo u shu kesmada Lipshits shar-
tini ganoatlantirmasligini ko‘rish qiyin emas.

Eslatma. Agar C'la, b] simvol orqali |a, b] kesmada uzluksiz funk-
siyalar to‘plamini, C'![a, b] simvol orqali [a, b] kesmada uzluksiz dif-
ferensiallanuvchi funksiyalar to‘plamini va nihoyat, Lip|a, b] simvol
orqali [a, b] kesmada Lipshits shartini qanoatlantiruvchi funksiyalar
to‘plamini belgilasak, u holda quyidagi munosabat o‘rinli bo‘ladi:

CYa,b| C Lipla,b] C Cla,b|. (6.4.14)

O‘ng tomondagi tegishlilikni biz yuqorida ko‘rsatgan edik. Chap-
dagi tegishlilik Lagranj formulasidan va C''[a,b] dan olingan ixti-
yoriy g funksiyaning hosilasi, Veyershtrassning birinchi teoremasiga
ko‘ra, |a, b kesmada chegaralanganligidan kelib chigadi. Haqiqatan,
ma’lumki,

g9(@) —g(y) = g'() (= —y),
shuning uchun
l9(2) —g(y)| < M|z —yl,
ya'ni C'[a,b] dan olingan har ganday funksiya Lipshits shartini
ganoatlantirar ekan. Yuqoridagi misollardan ko‘rinib turibdiki,
(6.4.14) dagi har ikkala tegishlilik qat’iydir.
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6.4.4 - teorema. Berilgan ¢ funksiya |a,b] kesmada integral-
lanuwchi bo lib,uning qiymatlari biror [A, B] kesmaga tegishli bo‘lsin.
Agar g funksiya |A, B] kesmada Lipshits shartini qanoatlantirsa,

(@) =glp()], a<x<b, (6.4.15)

murakkab funksiya ham |a,b] kesmada integrallanuvchi bo ‘ladi.

Isbot. Lipshits shartiga ko‘ra, [a,b] kesmaning ixtiyoriy P =
{a = 20 < 1 < ... < 2, = b} bo'linishi olinganda hamda & €
[k—1, k] va g € [rr_1, 2] nugtalar ixtiyoriy tanlanganda ham
quyidagi

| (&) =S me)| = gle(€p)]—gle(m)] < Lip(€r)—p(me)| < L-w(p, Ax)

tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikning o‘ng tomonida ¢ funksiya-
ning Ay = [rr_1,2%] qismiy kesmadagi tebranishi turibdi.
Demak,
w(f,Ar) < L-w(p, Ag). (6.4.16)

Shunday ekan, (6.4.16) ni Axy ga ko‘paytirib, k bo‘yicha 1 dan
n gacha yig‘ib chigsak,

> w(f, Ap)Axy < LZ (¢, Ap) Ay, (6.4.17)
k=1

bo‘ladi.

Shartga ko‘ra ¢ funksiya integrallanuvchi edi. Bundan chiqdi,
(6.4.17) ning o‘'ng tomonini, P bo‘linishni tanlash hisobiga, istalgan
£ > 0 dan kichik gilish mumkin. Demak, f funksiya ham integral-
lanuvchi bo‘lar ekan.ll

1 - natija. Agar P(t) iztiyoriy ko‘phad bo‘lib, [ funksiya |a, b
kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, g(x) = P|f(x)] murakkab funksiya
ham |a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Ravshanki, P(t) ko‘phad uzluksiz differensiallanuvchi funksiya
bo‘lganligi sababli sonlar o‘qining istalgan kesmasida Lipshits shar-
tini ganoatlantiradi. Demak, natija 6.4.4 - teoremadan kelib chigadi.
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2 - natija. Biror kesmada integrallanuvchi ikki funksiya ko ‘payt-
mast ham shu kesmada integrallanuvchi bo lads.
Agar

fg = %[(f +9? - (f—9)7

tenglikni e’tiborga olsak, isbot, 0‘ng tomonning, yuqorida qayd qilin-
ganidek, integrallanuvchi ekanidan kelib chigadi.

3 - natija. Agar f funksiya|a, b] kesmada integrallanuvchi bo lsa,
| f| funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi bo‘lib, quyidagi teng-
stzlik bajariladi:

b b
/ fla)de| < / | F(2)] da. (6.4.18)
Isbot. Berilgan f funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsin.
Ma’lumki, g(z) = |z| funksiya sonlar o‘qining istalgan kesmasida
Lipshits shartini ganoatlantiradi. Bundan chiqdi, 6.4.4 - teorema-
ga asosan, g[f(x)] = |f(x)] murakkab funksiya ham |a,b] kesmada

integrallanuvchi bo‘ladi.
Endi (6.4.18) tengsizlikni isbotlash qoldi xolos. Buning uchun

—[f@)] < fl@) < |f(2)]

tengsizlikni integrallab, 6.2.2 - teoremadan foydalanamiz. Natijada,

b b b
—/If(w)ldx < /f(x)dx < /|f<x>|dx

tengsizlikni olamiz, qaysiki, shubhasiz, (6.4.18) tengsizlikka teng
kuchlidir.ll

Shuni aytish kerakki, teskari tasdiq o‘rinli emas, ya'ni |f(x)]
funksiyaning integrallanuvchi ekanidan f(x) funksiyaning integral-
lanuvchi ekani, umuman aytganda, kelib chiqgmaydi.

6.4.3 - misol. Agar D(x) Dirixle funksiyasi bo‘lsa,

flx) =2D(x) — 1
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funksiyani qaraymiz. Ravshanki,

1, agar x ratsional bo‘lsa,
fx) = o ‘
—1, agar x irratsional bo‘lsa.

Shuning uchun, |f(z)| = 1 funksiya integrallanuvchi bo‘lsa-da,
f funksiya integrallanuvchi bo‘lmaydi (aks holda Dirixle funksiyasi
D(x) =[1 + f(2)]/2 ham integrallanuvchi bo‘lar edi).

§ 6.5. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari

1. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi. Integ-
rallanish kriteriysining (6.4.2 - teorema) sodda natijasi sifatida ix-
tiyoriy monoton funksiyaning integrallanuvchi ekanini ko‘rsatamiz.

6.5.1 - teorema. Kesmada monoton bo‘lgan har qanday funksiya
shu kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi bo lads.

Isbot. Aniglik uchun f funksiyani [a, b] kesmada o‘suvchi bo‘lsin,
deylik. Bunda, albatta, f(a) < f(b) desak bo‘ladi (agar f(a) =
f(b) bo‘lsa, f funksiya garalayotgan kesmada o‘zgarmas bo‘lib, u,
6.1.1 - misolda ko‘rsatilganidek, integrallanuvchi bo‘ladi). Bundan
tashqari, P = {a = o < 21 < ... < 2, = b} berilgan kesma-
ning ixtiyoriy bo‘linishi bo‘lib, d(P)uning diametri bo‘lsin. U holda,
ravshanki, ixtiyoriy qismiy yarim interval [z;_1, 2x) uchun quyidagi
munosabat o‘rinlidir:

flep—) = myp < M < f(ag), (6.5.1)

bu yerda my, va M}, sonlar mos ravishda (6.3.2) va (6.3.6) tengliklar
bilan aniqlangan aniq chegaralardir. Demalk,

My —my < flag) — flop—1)

va shuning uchun,
> M —mp) Az < d(P)Y [f(n) = f(zror)] = d(P)[f(b) - f(a)).
= = (6.5.2)
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Agar istalgan £ > 0 uchun

__c
f(b) = f(a)

desak, diametri d(P) < ¢ bo‘lgan har qanday P bo‘linish uchun
(6.5.2) dan (6.4.5) baho kelib chigadi. Bundan chiqdi, 6.4.2 - teo-
remaga asosan, f funksiya integrallanuvchi bo‘lar ekan.ll

Agar f funksiya |a, b] kesmada aniglangan bo‘lib, bu kesmaning
shunday

d=4(g) =

P={a=20<z <29 < ... <p = b}

bo‘linishi mavjud bo‘lsaki, f funksiya har bir qismiy (zx_1, %) kesma-
da monoton bo‘lsa, u holda f funksiyani qaralayotgan kesmada
bo‘lakli monoton deymiz.

Natija. Kesmada bo‘lakli monoton bo‘lgan har qanday funksiya
shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Hagigatan, isbot 6.2.2 - va 6.5.1 - teoremalardan bevosita kelib
chigadi.

2. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchanligi. Uzluk-
siz funksiyalarning integrallanuvchanligi tekis uzluksizlik tushun-
chasi yordamida o‘rnatiladi.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 son olganda ham shunday & > 0 son
topilsaki, har qanday x1 € E va x9 € E nugtalar uchun

lx1 —x2] <0 = |f(x1) — flz2)| <= (6.5.3)

implikatsiya o‘rinli bo‘lsa, [ funksiya E to‘plamda tekis uzluksiz
deyiladi.

Shubhasiz, F to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lgan har ganday
funksiya F to‘plamning har biq nuqgtasida uzluksiz bo‘ladi. Agar £
ixtiyoriy to‘plam bo‘lsa, teskari tasdiq o‘rinli emas, albatta. Lekin £
to‘plam kesma ho‘lganda, natija boshgacha bo‘lar ekan. Chunonchi,
ixtiyoriy kesmada berilgan funksiyalar uchun uzluksizlik va tekis
uzluksizlik tushunchalari ustma-ust tushadi.
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6.5.2 - teorema (G. Kantor). Kesmada uzluksiz bo‘lgan har
qanday funksiya shu kesmada tekis uzluksizdir.

Isbot. Berilgan f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. Bu
funksiyaning tekis uzluksiz ekanini teskarisini faraz qilish yo‘li bilan
isbotlaymiz. Shunday qilib, f funksiya [a, b] kesmada tekis uzluksiz
bo‘lmasin deylik. Bundan chiqdi, quyidagi shartni ganoatlantiruvchi
g0 > 0 son topiladi:

wtiyoriy 6 > 0 son olganda ham,uning qanday kichik bo‘lishidan
qat’iy nazar, |a,b] kesmadan doim shunday tkki ' va ©" nugtalar
topiladiki, ular uchun

lv' — 2| <8 (6.5.4)
bo‘lib, f funksiya uchun esa, (6.5.3) tengsizlikka teskari tengsizlik
bajariladi, ya’'ni

[f(@) = f@")] = eo. (6.5.5)
(6.5.4) da § ning ixtiyoriy musbat son ekanligidan foydalanib,
1
unga ketma-ket 4, = - qiymatlarni beramiz. (6.5.4) va (6.5.5) teng-

sizliklarga asosan, har bir shunday §,, uchun [a, b] kesmadan shunday
ikki 2/, va 2!/ nuqtalar topiladiki,

1
T +
= an] < (6.5.6)
bo'lib,
|f(x3,) — flan)] > <o (6.5.7)

tengsizlik bajariladi.

Bolsano-Veyershtrass (2.4.1 - teorema) teoremasiga asosan, {x/, }
ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mum-
kin. Belgilashlarda chalkashmaslik magsadida, gismiy ketma-ketlikni
qayta nomerlab, {2/} ketma-ketlikning o‘zi biror ¢ € [a,b] songa
intiladi deyishimiz mumkin. U holda, (6.5.6) bahodan, {2/'} ketma-
ketlikning ham xuddi shu ¢ soniga yaqginlashishi kelib chigadi. Shart-
ga ko‘ra, f funksiya [a, b] kesmaning har bir nuqtasida uzluksiz edi.
Shuning uchun,

flan) = fe),  flam) = fe), n— oo,
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bu esa (6.5.7) tengsizlikka ziddir.l

Funksiya tebranishi tushunchasidan foydalanib (oldingi bandga
qarang), funksiyaning kesmadagi tekis uzluksizligi ta’rifini quyidagi
ko‘rinishda ham keltirish mumkin. Biz |A| simvol orqali A kesma-
ning uzunligini belgilaganimizni eslatib o‘tamiz.

6.5.1 - tasdiq. Berilgan [ funksiyaning |a,b| kesmada tekis
uzluksiz bo‘lishi uchun istalgan £ > 0 olganda ham shunday & >
0 son topilib, uzunligi & dan kichik bo‘lgan har qanday A C |a,b]
kesmada [ funksiyaning tebranishi € dan kichik bo‘lishi zarur va
yetarlidir, ya’'ni istalgan A C [a,b] kesma uchun quyidagi implikat-
styaning bajarilishi zarur va yetorli:

IAl<d = w(f,A) < e (6.5.8)

Darhagiqat, agar A = [z, 22| desak, ¥ = [a,b] bo‘lgan holda
(6.5.3) va (6.5.8) implikatsiyalarning teng kuchliligiga shubha yo‘q.

6.5.3 - teorema. Kesmada uzluksiz bo‘lgan har qanday funksiya
shu kesmada integrallanuvchidir.

Isbot. Berilgan f funksiya |a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. U
holda, 6.5.3 - teoremaga ko‘ra, u shu kesmada tekis uzluksiz ham
bo‘ladi. Shunday ekan, ixtiyoriy £ > 0 olganda ham shunday & > 0
topiladiki, u uchun (6.5.8) implikatsiya o‘rinli bo‘ladi.

Endi P = {a =20 <21 < ... < 2p_1 < 2, = b} orqali [a, b
kesmaning shunday bo‘linishini belgilaylikki,uning diametri § dan
kichik bo‘lsin, ya’ni ixtiyoriy £ = 1,2,...,n uchun xp — xp_1 < ¢
bo‘lsin. U holda, (6.5.8) shartga ko‘ra,

w(fv Ak) < €

tengsizlik bajariladi.
Demak,

Zw [, Ap)Axy < Ze Axy =e(b—a). (6.5.9)
k=1 k=1
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Mazkur bahodan, P bo‘linishni tanlash hisobiga, (6.5.9) ning
chap tomonidagi ifodani istalgancha kichik qgilish mumkinligi kelib
chiqadi. Bu esa f funksiyaning |a, ] kesmada integrallanuvchi ekani-
ni anglatadi (6.4.2* - teoremaga qarang).ll

Agar f funksiya berilgan kesmaning, oshib borsa biror chekli
sondagi nugtalaridan tashqgari, barcha nuqtalarida uzluksiz bo‘lib,
o‘sha chekli sondagi nuqtalarda birinchi tur uzilishga ega bo‘lsa,
bunday funksiyani qaralayotgan kesmada bo ‘lakli uzluksiz deymiz.

Natija. Kesmada bo‘lakli uzluksiz bo‘lgan har qandoy funksiya
shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Hagigatan, ravshanki, har qanday bo‘lakli uzluksiz funksiyani
biri uzluksiz va ikkinchisi pog‘onasimon bo‘lgan ikki funksiya yig‘indi-
si sifatida yozish mumkin. Ma’lumki, bunday ikki funksiyaning har
biri integrallanuvchi bo‘ladi. Demak, ularning yig‘indisi ham integ-
rallanuvchidir.

3. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan integral. Agar f
funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, 6.4.3 - teoremaga
ko‘ra, u istalgan kichikroq kesmada ham integrallanuvchi bo‘ladi
va demak, ixtiyoriy & € [a,b] uchun quyidagi funksiyani aniqlash
mumkin:

Flz) — / F(t) dt. (6.5.10)

Mazkur (6.5.10) funksiya yugori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan
integral deyiladi.

Agar f funksiya |a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, (6.5.10)
integral shu kesmada uzluksiz funksiya bo‘lishini ko‘rsatish qiyin
emas. Biz bundanda kuchliroq natijani, ya'ni qayd qilingan integral
[a, b] kesmada Lipshits shartini qanoatlantiruvchi funksiya ekanini
isbotlaymiz.

6.5.4 - teorema. Agar [ funksiya |a,b| kesmada integrallanuv-
chi bo‘lsa, yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan (6.5.10) integral shu
kesmada Lipshits shartini qanoatlantiruvchi funksiya bo‘ladi.



340 Aniq integral VI Bob

Isbot. Agar f funksiya [a,b| kesmada integrallanuvchi bo‘lsa,
6.1.1 - teoremaga ko‘ra, u shu kesmada chegaralangan bo‘ladi, ya’ni

f@)] = M, a<z<b.

Shuning uchun, (6.4.12) tenglikni va (6.4.22) bahoni hisobga
olib, a < x <y < b bo‘lganda talab gilingan natijaga ega bo‘lamiz:

F@)-F@) ~ | [ s < [0l [ya = My-al. @

Riman bo‘yicha integrallanuvchi har gqanday f funksiya uchun
biz yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan (6.5.10) integralni [a, b]
kesmaning har bir nuqgtasida differensiallanuvchi bo‘ladi deya ol-
maymiz. Ammo f funksiya uzluksiz bo‘lgan nuqtalarda hosila mav-
jud bo‘lib, u f ning shu nuqtadagi qiymatiga teng bo‘ladi.

6.5.1 - misol. [—1, 1] kesmada berilib, = 0 nuqtada birinchi
turdagi uzilishga ega bo‘lgan

0, agar —1 <z <0 bo‘lsa,
fx) = { (
1, agar 0 <2z <1 bo'lsa,
funksiyani garaymiz. Sodda hisoblashlar shuni ko‘rsatadiki, unga
mos yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan

Flz) — / (1) dt
21

integral quyidagicha aniglanadi:

x+ |z
F(x) = 7

Bevosita bu tenglikdan F'(x) funksiyaning noldan farqli barcha
nuqtalarda differensiallanuvchi bo‘lib, £ = 0 nugtaning o‘zida esa
differensiallanuvchi emasligi kelib chigadi. Bu hol tasodifiy emas,
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chunki integral ostidagi funksiya aynan x = 0 nugtada uzilishga ega
bo‘lib, golgan barcha nuqtalarda uzluksizdir.

6.5.5 - teorema. Agar [ funksiya |a,b| kesmada integrallanuv-
chi bo‘lib, biror ¢ € [a,b] nugtada uzluksiz bo‘lsa, yuqori chegarasi
o0 ‘zgaruvchi bo‘lgan (6.5.10) integral ana shu ¢ nugtada hosilaga ega
bo‘ladi va quyidagi tenglik bajariladi:

F'(e) = f(o).

Isbot. Shartga ko‘ra, f funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi
bo‘lib, ¢ nugtada uzluksiz bo‘lsin. Bundan chiqdi, ixtiyoriy £ > 0
uchun shunday § > 0 topiladiki,

|x —c] <d Dbollganda |f(x) — f(c)| <& boladi.  (6.5.11)

Faraz qilaylik, c++h € [a, b] bo‘lsin. Navbatdagi tenglikni qaraymiz:

F( +h) F( ct+h ct+h
C —_
Y — =75 / fx)de—f(c) /

Agar 0 < |h] < ¢ boflsa, (6.5.11) ga ko‘ra, oxirgi integralda
integral ostidagi funksiya absolyut qiymati bo‘yicha £ dan katta
bo‘lmaydi. Shuning uchun,

cth
Fle+h) —F(e) fo| <2 L / dr —
h
Demak,
. F(e+h)—F()
fny h AR
ekan.ll

Natija. Agar f funksiya |a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, yuqori
chegarasi o ‘zgaruvchi bo‘lgan (6.5.10) integral shu kesmada uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lib, quyidagi tenglik bajariladi:

%/f(t)dt f@), a<az<bh
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Shunday qilib, biror kesmada uzluksiz bo‘lgan ixtiyoriy funksiya
shu kesmada boshlang‘ich funksiyga ega bo‘lishi ishotlandi. Xusu-
san, 3.6.9 - teoremaga ko‘ra, har qanday f(x) elementar funksiya
boshlang‘ich funksiyaga ega. Bunday boshlang‘ich funksiya sifatida
biror tayinlangan a nuqta bilan quyidagi

Pla) — / () dt (6.5.12)

funksiyani olish mumkin.

Elementar funksiyalarda integrallanmaydigan f(x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyasi ba’zi muhim hollarda maxsus funksiya deb
ataladi. Bunday maxsus funksiyalar qatoriga, masalan, integrallan-

qgan sinus:
x

Siz — /%ﬁtdt

0

hamda zatolar funksiyasi (error function):

2 x
erfx = ﬁ/e_tz dt
0

kiradi.
4. Aniq integrallarni hisoblash qoidalari.

6.5.2 - tasdiq (o‘zgaruvchini almashtirish qoidasi). Beril-
gan g funksiya |, B) kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib,
uning qiymatlar to‘plami |a,b] kesma bo‘lsin. Bundan tashqari,

tengliklar bajorilsin.
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Agar f funksiya |a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa,

b

B
/ f(x)dr = / Fla(t)] (1) dt (6.5.13)

a
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. 6.5.5 - teoremaning natijasiga ko‘ra, f funksiya F' bosh-
lang‘ich funksiyaga ega. Shunday ekan,
(t) = Flgt)], a<ti<p,
murakkab funksiya

(1) = Flglg'(t) = flg®)lg'®)

hosilaga ega. Demak, Nyuton-Leybnits formulasiga asosan,

B B
/ Fla(t)] /() dt — / Y(t)di = B(F) — Bla) =

— Flg()] — Flg(a)] = F(b) - Fla) — / () de.

6.5.2 - misol. Integralni hisoblang:

w/4

.9
sin® x

I = 1 dx
costx

0

Agar t = tg 2 almashtirish bajarsak, quyidagi natijani olamiz:

w/4

1
tg? 3
I/ ggmdiﬁ/t2dt—
CcOS“ 3

0 0

t=1

t=0
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6.5.3 - tasdiq (bo‘laklab integrallash qoidasi). Agaru va v
funksiyalar [a,b] kesmada differensiallanuvchi bo‘lib, ularning hosi-
lalari shu kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, quyidagi tenglik bajarila-
di:

b b

A /v(w)u'(w)dw. (6.5.14)

a a

Isbot. Ravshanki, u(xz)v(z) ko‘paytma
u(z)v'(x) + u'(x)v(x)
funksiya uchun boshlang‘ich funksiyadir. Demak, Nyuton-Leybnits
formulasiga ko‘ra,

b

/[u(w)v'(m) + o' (2)v(x)] de = wv(z)]|? . !

a

Eslatma. (6.5.14) formula o‘ng tomonidagi birinchi had integ-
raldan tashqari had deyiladi.
6.5.3 - misol. Integralni hisoblang:

2
I /xlnwdw.
1

Agar v = Inz va dv = xdx deb, bo‘laklab integrallash qoidasini
go‘llasak, quyidagi natijani olamiz:

2 2w2d:v x?

—/—— — 2ln2— =

1 2 x 4
1

6.5.4 - tasdiq (integral ko‘rinishdagi qoldiq hadli Teylor
formulasi). Agar n manfiy bo‘lmagan butun son bo‘lib, f funksiya
a nugtaning biror atrofida (n+1) marta uzluksiz differensiallanuvchi

2

1 3
= 2ln2—14+4-=2In2—-.

2
Zz
=1
g Y , 1 1




§6.5. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari 345

bo‘lsa, u holda o‘sha atrofdan olingan har ganday x uchun quyidagi
tenglik bajariladi:

— q)2 —a)?
f@) = f@)+ @@ —a)+ " (a) ma) bt (@ nf” +
+% / (@ =" fe (1) dt. (6.5.15)

Isbot. Agar n = 0 bo‘lsa, (6.5.15) tenglik

@) = fla)+ / 7t di

ko‘rinishga kelib, Nyuton-Leybnist formulasi bilan ustma-ust tusha-
di. Endi matematik induksiya usulidan foydalanamiz. Buning uchun

— a)? _ m\yn—1
@) = @y @e—a @S @ S
+ﬁ /(x — 1) () dt (6.5.16)

a

tenglik o‘rinli deb faraz qilib, bundan (6.5.15) tenglikni keltirib
chigaramiz. Ana shu magsadda (6.5.16) dagi integralni bo‘laklab
integrallaymiz:

x

el (S ARICE

x

t=x n
+ 1 /(x—t) FrD () dt —

n

1 (r—=t)"

iR e i R AU




346 Aniq integral VI Bob

Hosil bo‘lgan ifodani (6.5.16) ga qo‘ysak, talab gilingan (6.5.15)
tenglikni olamiz.

5. O‘rta qiymat formulasi. Biror [a, b] kesmada integrallanuv-
chi bo‘lgan f funksiyani qaraymiz.

Ta’rif. Berilgan [ funksiyaning |a,b] kesmadagi o‘rta qiymati
deb quyidagi kattolikka aytiladi:

b
B(f) — bia/f(m)dx. (6.5.17)

Masalan, agar [a, b] kesmani uzunligi [ = (b—a) ga teng bo‘lgan
biror metal g‘o‘laning matematik ideallashtirilgani deb qarab, funksi-
yaning f(x) qiymatini @ € [a,b] nuqtadagi temperatura desak, u
holda (6.5.17) kattalik metal g‘o‘laning o‘rtacha temperaturasini
anglatadi. Shubhasiz, agar f funksiya o‘zgarmas bo‘lsa, ya'ni f(x) =
¢ desak, o‘rtacha giymat ham ¢ ga teng bo‘ladi.

Ushbu misolda g‘o‘la bir jinsli deb faraz qilingan edi. Bordi-yu
g‘o‘laning zichligini o‘zgaruvchi deb,uning x nuqtadagi giymatini
p(x) ga teng desak, u holda o‘rtacha qiymat sifatida quyidagi kat-
talik olinadi:

b

B = 705 [ 1) ot o (6.5.18)
bu yerda ’
b

() — / o) da. (6.5.19)

Odatda p(x) > 0 va I(p) > 0 deb faraz gilinadi.

Shuni aytish kerakki, bu umumiy holda ham o‘zgarmasning o‘rta-
cha giymati o‘sha songa teng o‘zgarmas bho‘ladi.

Matematik adabiyotlarda o‘rta qiymat hagidagi teorema odatda
navbatdagi ko‘rinishda keltiriladi.

6.5.6 - teorema. Berilgan f va p funksiyalar |a,b] kesmada
integrallanuvchi bo‘lib, p quyidagi shartni ganoatlantirsin:

pley >0, a<x<b (6.5.20)
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Agar
m(p) = int f(@) M)~ s f@) (6521)
desak,
m(f) < p < M(f) (6.5.22)

shartni qanoatlantiruvchi shunday p son topiladiki, u uchun quyidagi
tenglik bajariladi:

b

b
/f(w) p(x) do = u/p(x) dx. (6.5.23)

a

Isbot. Yuqoridagi (6.5.21) belgilashga ko‘ra, barcha x € [a, b]
lar uchun

m(f) < f(z) <M(f)

tengsizlik o‘rinli. Bu qo‘sh tengsizlikni hadma-had p(z) > 0 ga
ko‘paytiramiz:

m(f)-plx) < f(@)-plx) < M([)- plx).

Endi bu tengsizlikni integrallasak,

b
m(f) 1(p) < / f@) plryde < M(f) 1) (6.5.24)

bo‘ladi, bu yerda I(p) (6.5.19) tenglik bilan aniqlangan kattalikdir.
Agar I(p) > 0 bo‘lsa,

b
L ﬁ/f(w) p(x) da (6.5.25)

deb belgilaymiz. Buday aniglangan g soni uchun (6.5.23) tenglik o‘z-
o‘zidan ko‘rinib turibdi. Bundan tashqari, (6.5.22) shart bevosita
(6.5.24) dan kelib chiqadi.
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Bordi-yu I(p) = 0 bo‘lsa, (6.5.24) tengsizlikka ko‘ra, (6.5.23)
tenglikning har ikki tomonidagi integrallar nolga teng bo‘lib, (6.5.23)
tenglik, albatta, istalgan p uchun bajariladi.ll

1 - eslatma. Agar I(p) > 0 bo‘lsa, (6.5.18) tenglik bilan aniqlan-
gan o‘rta qiymat uchun quyidagi ikki tomonlama baho o‘rinli bo‘ladi:

m(f) < E,(f) < M(f). (6.5.26)

Hagiqatan, (6.5.18) va (6.5.25) tengliklarga ko'ra u = F,(f).
Demak, (6.5.22) va (6.5.26) baholar ustma-ust tushar ekan.

Shunday qilib, har ganday funksiyaning (6.5.18) ko‘rinishdagi
o‘rta giymati bu funksiyaning aniq yuqori va aniq quyi chegaralari
orasida yotadi.

1 - natija (birinchi o‘rta qiymat formulasi). Agar 6.5.6 -
teoremada [ funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda beril-
gan kesmada shunday & nugta topiladiki, v uchun quyidagi formula
o‘rinli bo‘ladi:

b

b
/ J(@) plx) de = F(€) / p() de. (6.5.27)

a

Ushbu formulani isbotlash uchun avval kesmada uzluksiz har
ganday funksiya shu kesmada o‘zining maksimum va minimum-
lari orasida yotgan barcha giymatlarni gabul qilishini ko‘rsatamiz.
Haqiqatan, Veyershtassning ikkinchi teoremasiga binoan (3.5.5 -
teorema), [a,b] kesmada shunday « va 8 nuqtalar topiladiki, ular
uchun

m(f) = min f(z) = f(a), M(f) = max flx)=f(p)
bo‘ladi. Shunday ekan, 3.5.3 - teoremaga ko‘ra, (6.5.22) shartni
ganoatlantiruvchi har qanday g son uchun shunday ¢ € [a, 8] nug-
ta topiladiki, u uchun f(£) = p tenglik bajariladi. Demak, (6.5.27)
tenglik (6.5.23) dan kelib chiqadi.
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Agar (6.5.27) formulada p(x) = 1 desak, sodda almashtirishlar-
dan keyin,

b
bia/f@ﬁm(ﬂ@ (6.5.28)

tenglik hosil bo‘ladi. Demak, [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiya
o‘zining o‘rta giymatini shu kesmaning biror nuqgtasida gabul giladi.
Odatda ana shu (6.5.28) formulani birinchi o‘rta qiymat formulasi
deb atashadi.

2 - natija (ikkinchi o‘rta qiymat formulasi). Berilgan [a, b]
kesmada uzluksiz [ funksiya va differensiallanuvchi g funksiya beril-
gan bo‘lsin. Bundan tashqari, g funksiyaning hosilasi shu kesmada
integrallanuvchi bo‘lib, ¢'(x) > 0 bo‘lsin. U holda |a,b] da shunday
¢ nugta topiladiki, v uchun

b 13 b
/ f(@) g(z) dz = g(a) / F@)de + g(b) / fayde  (6.5.29)
a a 5

formula o‘rinli bo‘ladi.
Natijani isbotlash uchun

F@)/ﬂwﬁ,agxga

deb belgilaylik.
U holda (6.5.12) tenglikka ko‘ra, F'(x) = f(x). Shunday ekan,
bo‘laklab integrallasak, quyidagiga ega ho‘lamiz:
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Shartga ko‘ra ¢’(x) > 0 ekan, biz oxirgi integralga birinchi o‘rta
giymat formulasini qo‘llashimiz mumkin. Demak,

bu yerda £ nuqta [a, b] kesmaning biror nuqtasidir.
Bu munosabatni (6.5.30) tenglikka qo‘ysak va F(a) = 0 ekanini
hisobga olsak,

b
/f(iv)g(w) de = g(a)F'(§) + g(b)[F(b) — F(&)]

formulani olamiz. Ravshanki, bu tenglik talab gilingan (6.5.29) for-
mulaning o‘zidir.

Ikkinchi o‘rta qiymat formulasini Bonne formulasi ham deyisha-
di.

2 - eslatma. Bonne formulasi nisbatan umumiyroq holda ham
o‘rinli ekanini qayd etamiz. Chunonchi, [a,b] kesmada f funksiya
integrallanuvchi bo‘lib, g funksiya esa faqat monoton bo‘lgan holda
ham bu formula o‘rinlidir. Ammo bunda (6.5.29) formulaning isboti
ancha murakkablashadi.

§ 6.6. Xosmas integrallar

Yuqorida biz chegaralangan f funksiyadan chegaralangan |a, b]
kesmada olingan integral tushunchasini kiritdik. Ammo, ko‘p hollar-
da chegaralanmagan oraliqda olingan, yoki chegaralanmagan funksi-
yvadan olingan integrallarni o‘rganishga to‘g‘ri keladi. Bunday integ-
rallar xosmas deb atalib, ular integral yig‘indilarining limiti sifatida
emas, balki biz yuqorida o‘rgangan (<xos>) integrallarning limiti
sifatida aniglanadi.
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1. Birinchi turdagi xosmas integrallar.

1. Mazkur bandda biz chegaralanmagan oraligda olingan integ-
rallarni chegaralangan oraligda olingan integrallar limiti sifatida
aniglaymiz.

Ta’rvif. Faraz qilaylik, f(x) funksiya x > a da aniglangan bo‘lib,
istalgan A > a uchun [a, A] kesmada integrallanuvchi bo‘lsin. Agar

A
lim / f(x)dx (6.6.1)

A—+oo

limit mavjud bo‘lsa, bu himit [ funksiyadan olingan birinchi tur
zosmas integral deyiladi va

+oo
/ f(z)dx (6.6.2)

ko‘rinishda belgilanadi. Bunda f funksiya (a, +00) sohada zosmas
ma’noda integrallanuvchi deb atalads.

Shuni gayd etish kerakki, (6.6.1) limit mavjud bo‘lmagan vaqtda
ham (6.6.2) ifoda (birinchi tur) xosmas integral deb ataladi.

Agar yuqoridagi limit mavjud bo‘lsa, (6.6.2) xosmas integral
yaginlashadi deyiladi va

+oo
/ f(x)dx

deb yoziladi. Aksincha, agar (6.6.1) limit mavjud bo‘lmasa, (6.6.2)
xosmas integral uzoglashadi deyiladi.

E’tibor bering, (6.6.3) tenglik isbotlanmaydi; u yaqinlashuvchi
xosmas integral qiymatining ta’rifi deb qgabul qilinadi.

6.6.1 - misol. Agar a > 0 bo‘lsa, p € R ning quyidagi

A
lim / f(x)dx (6.6.3)

A—+oo

40
dx

- (6.6.4)



352 Aniq integral VI Bob

xosmas integral yaginlashadigan barcha giymatlari topilsin.
Avval p #£ 1 deylik. U holda har qanday A > a uchun

A
der AP _gl-p
o 1-p (6.6.5)

a

Ravshanki, (6.6.5) tenglik o‘ng tomonining A — +oo dagi limiti
faqat va fagat p > 1 bo‘lganda mavjuddir. Bu holda

+ood 1—p
X a
E:p—ly p>1, a>(), (666)

bo‘ladi.
Bordi-yu p < 1 bo‘lsa, (6.6.5) tenglikning o‘ng tomoni 4 — +o00
da +oo ga uzoqlashadi. Nihoyat, agar p = 1 bo‘lsa,

A
dx A
N
x a

tenglikka ega bo‘lamiz va ushbu holda ham limit 400 ga tengdir.
Buni odatda quyidagicha yozishadi:

+ood

x

/—+oo, p<1, a>0.
xP

a

Shunday qilib, (6.6.4) birinchi turdagi xosmas integral p > 1 da
vaginlashib, p < 1 da esa uzoqlashar ekan.

Agar ahamiyat bersak, xosmas (6.6.2) integralning yaqinlashishi
A — +oo da ushbu
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funksiyaning limiti mavjudligini anglatadi. Shuning uchun, xosmas
integralning yaqinlashish kriteriysi sifatida funksiyaning cheksizlikda-
gi limiti mavjudligi uchun Koshi kriteriysini olsak bo‘ladi.

6.6.1 - teorema (Koshi kriteriysi). Xosmas (6.6.2) integral-
ning yaqinlashishi wchun iztiyoriy € > 0 olganda ham shunday A =
A(g) son topilib, bu son uchun quyidagi implikatsiyaning bajarilishi
zarur va yetarlidir:

A//
(4> A (A > 4) = /}@mx<a (6.6.7)
A/

Isbot 3.2.2 - teoremadan bevosita kelib chigadi.

Navbatdagi teoremada xosmas integralning chiziqlilik xossasi
o‘rnatiladi.

6.6.2 - teorema. Agar f va g funksiyalardan a dan +oo gacha
olingan wosmas integrallar yaginlashsa, u holda iztiyoriy \ va p
haqiqiy sonlar uchun Af+pg yigindidan olingan integral ham yaqin-
lashadi va quyidagi tenglik bajoriladi:

40 40

+oo
/Mﬂ@ﬂ@ﬁ@:A/ﬂ@m+u/ﬂ@m.(%&

a a

Isbot. Yig‘indidan olingan integralning yaqinlashishi quyidagi

Al Al A
/ @)+ pg(@) de| < | / F(x) de| + [ul / o(e) du
A A A7

tengsizlik va (6.6.7) Koshi kriteriysidan bevosita kelib chigadi. (6.6.8)
tenglik esa aniq integral va limitning chiziglilik xossasi natijasidir.

2. Agar teoremada xosmas integrallarning yaginlashishi yoki
uzoqlashishi uchun yetarlilik shartlar o‘rnatilgan bo‘lsa, bunday teo-
rema matematik adabiyotlarda yaqinlashish yoki uzoglashish alo-
mati deb nomlanadi. Navbatdagi yaginlashish alomati o‘rganilayot-
gan integralni yaqinlashishi avvaldan ma’lum bo‘lgan integral bilan
taqqoslashga asoslangandir.
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6.6.3 - teorema (taqqoslashning umumiy alomati). Faraz
qilaylik, g(x) > 0 funksiya berilib,

/ g(@) do (6.6.9)

a

integral yaginlashsin. Agar f funksiya istalgan A > a uchun |a, A|
kesmada integrallanuvchi bo‘lib,

|f(@)] < g(x) (6.6.10)

tengsizlikni qanoatlantirsa, (6.6.2) rosmas integral ham yaginlasha-
di.

Isbot bevosita 6.6.1 - teoremadan kelib chiqadi.

Yuqorida o‘rganilgan 6.6.1 - misol yordamida biz taqqoslayotgan
g(x) funksiyamizni aniq ko‘rinishda tanlab olishimiz mumkin.

6.6.4 - teorema (taqqoslashning xususiy alomati). Faraz
qilaylik, a > 0 bo‘lib, f funksiya har qanday A > a uchun |a, A]
kesmada integrallanuvchi bo‘lsin.

1) Agar biror p > 1 uchun

C
|f(x)] < et z>a>0 p>1, C>0, (6.6.11)
tengsizlik bajarilsa, u holda (6.6.2) rosmas integral yaginlashadi.
2) Agar biror p < 1 uchun

C
o r>a>0 p<1, C>0, (6.6.12)

f(z)

v

tengsizlik bajarilsa, u holda (6.6.2) xosmas integral uzoglashadi.

Isbot. Agar 6.6.1 - misolning natijasidan foydalansak, teore-
maning birinchi gismi bevosita 6.6.3 - teoremadan va, ikkinchi gismi
esa, 6.2.3 - teoremadan kelib chigadi.
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3. Navbatdagi alomat asosan integral ostidagi funksiya ossil-
vatsiyalanganda, ya’ni turli ishorali qiymatlar gabul qilib tebrangan
holda qgo‘llaniladi.

6.6.5 - teorema (Dirixle-Abel alomati). Faraz gilaylik,

1) f funksiya x > a yarim to‘g‘ri chizigda uzluksiz bo lib,uning

Pla) — / () dt (6.6.13)

boshlang ‘ich funksiyasi shu yarim to‘g‘ri chiziqda chegaralangan bo‘l-
sy

2) g funksiya x > a yarim to‘g‘ri chizigda uzluksiz differensial-
lanuvchi bo ‘lib, quyidagt shartlarni qanoatlantirsin:

g(x) >0, ¢'(x) <0, Jim_ g(z) = 0. (6.6.14)
U holda
+o0
[ @ g o (6.6.15)

zosmas integral yaginlashads.
Isbot. Koshi kriteriysidan foydalanish magsadida quyidagi in-
tegralni bo‘laklab integrallaymiz:

A//
/ F(2) g(a) dx = F(A")g(A") — P(A')g(A')—
A/

A
_ / Fa)g (x)da, (6.6.16)
M
bu yerda F' funksiya (6.6.13) tenglik orqali aniglangan. Shartga
ko‘ra, bu funksiya chegaralangan:

|F(z)] < M, 2z>a.
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Shunday ekan, (6.6.16) tenglikka asosan,

A A
/ J(@) glx) de| < Mlg(A") 1+ g(4)] + M / ¢'(@)|dr. (6.6.17)
A M

Hosilasiga (6.6.14) da qo‘yilgan shartga ko‘ra, |¢'(z)| = —¢'(2).
Shuning uchun, (6.6.17) ning o‘ng tomonidagi integral g(A’) —g(A")
ga teng. Demak,

A
/f(:v)g(x) do| < 2Mg(A). (6.6.18)
A/

Teorema shartiga asosan ((6.6.14) ga qarang), g funksiyaning
cheksizlikdagi limiti nolga teng. Bundan chiqdi, ixtiyoriy & > 0 ol-
ganda ham shunday A = A(e) topiladiki, A’ > A bo‘lganda

/ &
g(A') < i

tengsizlik bajariladi. Agar bu bahoni (6.6.18) ga qo‘ysak,

A//

/f(ac)g(w)d:v <z
A

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak, Koshi kriteriysiga (6.6.1 - teore-
ma) asosan, (6.6.15) integral yaginlashar ekan.ll
6.6.2 - misol. Quyidagi integralni yaqginlashishga tekshiring:
+oo
sinx
/ o de, p>0. (6.6.19)
1

Agar
f(x) =sinz, g(x)=—
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desak, Dirixle-Abel alomatining barcha shartlari bajarilishini tek-
shirish qiyin emas. Demak, bu alomatga binoan (6.6.19) integral
vaginlashadi.
Dirixle-Abel alomati yordamida xosmas integrallarning uzoqlashi-
shini ham ko‘rsatish mumkin.
6.6.3 - misol. Ushbu
“+oco

102
/ Y g (6.6.20)

X
1

xosmas integralning uzoglashishini ko‘rsating.
Buning uchun quyidagi tenglikdan foydalanamiz:

1 cos 2x sin?
= +2 .

x x

(6.6.21)

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi kasrdan olingan xosmas
integral Dirixle-Abel alomatiga asosan yaginlashadi. Ravshanki, bu
yerdagi ikkinchi kasrdan olingan xosmas integral (6.6.20) dagi in-
tegralni ikkilanganiga teng. Shunday ekan, agar (6.6.20) integral
yaqinlashganda edi, 6.6.2 - teoremaga ko‘ra, (6.6.21) tenglikning
chap tomonida turgan kasrdan olingan xosmas integral ham yaqin-
lashar edi. Ammo, 6.6.1 - misolda ko‘rsatilganidek, bu integral uzoq-
lashadi. Demak, (6.6.20) integral ham uzoqlashar ekan.

Shuni aytish zarurki, navbatdagi misolda ko‘rsatilganidek, bi-
rinchi turdagi xosmas integralning yaqinlashishidan integral ostida-
gi funksiyaning na faqat cheksizlikda nolga intilishi, hattokiuning
chegaralanganligi ham kelib chigmaydi.

6.6.4 - misol. Quyidagi xosmas integralni yaginlashishga tek-
shiring:

+o0
/ a?sin(xPydx, p>0, ¢>0. (6.6.22)
1

Buning uchun, ko‘paytmasi (6.6.22) integral ostidagi funksiyaga

teng bo‘lgan

flx) =aP sin(a?),  g(a) = 297PH
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funksiyalarni qaraymiz.
Ravshanki, f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyalaridan biri

chegaralangan - cos(xP) funksiya bo‘lib, g(x) funksiya esa, ¢—p+

1 < 0 shart bajarilganda, cheksizlikda nolga monoton yaginlashadi.
Shunday ekan, Dirixle-Abel alomatiga ko‘ra,

p>q+1

shart bajarilganda (6.6.22) xosmas integral yaqginlashadi.

Ammo, ¢ yuqoridagi shartni qanoatlantirgan holda, istalgancha
katta musbat son bo‘la oladi. Bundan chiqdi, yarim to‘g‘ri chizigda
yvaginlashuvchi integral ostidagi funksiya shu sohada chegaralanma-
gan bo‘lishi ham mumkin ekan.

4. Xosmas integrallarni hisoblashda o‘rniga qo‘yish (o‘zgaruvchi-
larni almashtirish) va bo‘laklab integrallash usullaridan foydalani-
ladi.

6.6.1 - tasdiq (o‘zgaruvchilarni almashtirish). Faraz qilay-
lik, g(t) funksiya t > o yarim to‘g‘ri chizigda uzluksiz differenaial-
lanuvchi bo ‘lib, quyidagt shartlarni qanoatlantirsin:

1) g(a) = a;
2) lim g(t) = +oo;

g >0, a<t<Hoo.
Agar f(x) funksiya x > a yarim to‘qgri chiziqda uzluksiz bo‘lsa,

+oo +oo
/ f(a) do = / Fla(t)]g(t) dt (6.6.23)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqari, bu zosmas integrallarning
biring yaqinlashishidan ikkinchisining ham yaqginlashishi kelib chiga-
di.

Isbot. A > ava B > asonlar A = g(B) tenglik bilan bog‘langan
bo‘lsin. U holda, 6.5.2 - tasdiqqa ko‘ra,

A B
/ Fa) dr — / o' (1) dt. (6.6.24)
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Yuqoridagi 3) shartga asosan, A — +oo intilish B — +oo intil-
ishga teng kuchlidir, shuning uchun isbotlanayotgan tasdiq (6.6.24)
tenglikdan kelib chigadi.ll

6.6.2 - tasdiq (bof‘laklab integrallash). Berilgan u va v
Junksiyalar x > a yarim to‘g‘ri chizigda uzluksiz differensiallanu-
vchit bo‘lib, quyidagi limit mavjud bo‘lsin:

lim wu(x)v(z) = B.

r—r+00
U holda,
+o0 too
/u(w)fu'(w) dr = B — u(a)v(a) — /fu(:v)u'(ac) de, (6.6.25)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqari, ikki xosmas integralning
biring yaqinlashishidan ikkinchisining ham yaqginlashishi kelib chiga-
di.

Isbot. 6.5.2 - tasdigqa ko‘ra, istalgan A > a uchun,

A A
/u(m)fu’(w) dr = u(A)w(A) — u(a)v(a) —/’U(LE)UI(LE) dx

tenglik bajariladi.

Bu tenglikda A — 400 deb limitga o‘tsak, talab qilingan tas-
digni olamiz.M

5. Xuddi yuqoridagidek, (—oo,a) yarim to‘g‘ri chiziq bo‘yicha
olingan birinchi tur xosmas integral ham aniqlanadi:

a

/f(:v) dr = AEIP f(x) dx. (6.6.26)
o 4

Xosmas (6.6.26) integral ham xuddi (6.6.2) integral ega bo‘lgan
xossalarga ega.
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Endi butun sonlar o‘qi bo‘yicha olingan quyidagi

+o0
L/mf(x)dm. (6.6.27)

birinchi tur xosmas integralni o‘rganamiz.
Agar f(x) funksiya sonlar o‘qidagi istalgan [A, B] kesmada in-
tegrallanuvchi bo‘lib, quyidagi ikki karrali limit

B
A_)_OIO}%_)JFOO /f(w) dx (6.6.28)
A

mavjud bo‘lsa, (6.6.27) xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi va
bu limit (6.6.27) xosmas integral qiymati sifatida qabul gilinadi.
Istalgan haqiqiy a son uchun

40 a 40
/ﬂ@m/ﬂ@m+/ﬂ@m (6.6.29)

tenglik bajarilishini ko‘rsatish qiyin emas. Bunda (6.6.29) tenglik-
ning chap tomonidagi xosmas integral fagat va fagat bu tenglikning
o‘ng tomonidagi har ikkala xosmas integrallar yaqginlashgandagina
vaginlashadi.

2. Xosmas integrallarning absolyut va shartli yaqinlashishi.

Ta’rvif. Faraz qilaylik, f(x) funksiya x > a da aniglangan bo‘lib,
har bir [a, A| kesmada integrallanuvchi bo‘lsin. Agar

+o0
/mmm (6.6.30)

rosmas integral yaginlashsa,

+oo
/ f(x)dx (6.6.31)
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zosmas integral absolyut yaginlashadi deyiladi.
Bevosita 6.6.3 - teoremadan har ganday absolyut yaginlashuvchi
xosmas integralning yaqinlashishi kelib chigadi.
6.6.5 - misol. Quyidagi integralni absolyut yaginlashishga tek-
shiring:
+oo
sinx
/ 2 dx.

1

Bu integral absolyut yaginlashadi, chunki 6.6.3 - teoremaga asosan,
quyidagi integral yaqinlashadi:

—+o00

sinx
/| 5 |d:v.
x

1

Ta’rif. Agar (6.6.31) integral yaginlashib, (6.6.30) integral uzog-
lashsa, (6.6.31) xosmas integral shartli yaginlashadi deyiladi.
6.6.6 - misol. Quyidagi

—+o00

/ Slzm d (6.6.32)

1

integral shartli yaginlashadi. Haqigatan, Dirixle-Abel alomatiga ko‘ra,
bu integral yaqginlashadi, ammo, o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

| sin z| sin?
>

= , x>0,
x x
tengsizlikdan foydalanib, (6.6.20) integralning uzoqlashishini hisob-

ga olsak, ushbu
—+o0

sinx
/ [sinz]|
x
1

integralning uzoqlashishini ko‘ramiz. Ravshanki, bundan (6.6.32) in-
tegralning shartli yaginlashishi kelib chigadi.
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3. Xosmas integralning bosh qiymati. Ko‘pgina muhim tad-
biglarda (6.6.28) ko‘rinishdagi ikki karrali limitga o‘tayotgan vaqtda
go‘shimcha ravishda A = — B shart talab qilinadi, ya'ni integral-
lash chegaralari koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylash-
gan deb hisoblanadi. Bunda hosil bo‘lgan xosmas integral maxsus
nomga ega.

Ta’rvif. Berilgan [ funksiya R butun sonlar o‘gida aniglangan
bo‘lib, bu o‘gning har bir kesmasida integrallanuvchi bo‘lsin. Agar

A
Jim / (@) da (6.6.33)
~A

limit mavjud bo‘lsa, u holda f funksiyani R da Koshi bo‘yicha inte-
grallanuvchi deymiz.

Bu limit f funksiyadan olingan zosmas integralning bosh qiymati
yoki Koshi ma’nosidagi integral deyiladi va quyidagi ko‘rinishda bel-
gilanadi:

+o0 A
V.p./f(:v)dac lim /f(w)d:v. (6.6.34)
— 50 —_A

A—+oo
Bunda ikki V.p. xarflar fransuzcha <bosh giymat=>ni anglatuvchi
<valeur principal> so‘zlarining bosh harflaridir.

6.6.7 - misol. Agar f toq funksiya bo‘lsa, ya'ni f(—x) = —f(x)
bo‘lsa, u holda

/O F(a) do = /A f-ado =~ [ (@) do
—A 0

shuning uchun (6.5-rasm),

A—+oo

A A A
lim _/A f(m)d:v—o/f(w)d:ero/f(w)dw 0.
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A
Yy

flx)=—(—=x)

Y

6.5-rasm

Demak, har bir segmentda integrallanuvchi toq funksiya uchun
quyidagi tenglik bajarilar ekan:

+oo
V.p./f(:v)dac 0.

4. Ikkinchi turdagi xosmas integrallar.

1. Ma’lumki, 6.1.1 - teoremaga ko‘ra, kesmada integrallanuv-
chi har qanday funksiya shu kesmada chegaralangan bo‘lishi shart,
aks holda integral yig‘indilarining limiti mavjud bo‘lmaydi, xud-
di shunday, Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari ham ma’'noga ega
bo‘lmaydi. Ammo, ba’zi muhim hollarda, chegaralanmagan funksiya-
dan ham olingan integralga aniq bir ma’no berish mumkin.

Masalan,
1

flx) = 7 0<esi (6.6.35)

funksiyani qaraylik.

Biz bu funksiyaning [0, 1] kesmada integrallanishi haqida gapira
olmaymiz, chunki bu kesma nuqtalaridan birida, ya'ni 0 nuqtada,
garalayotgan funksiya aniglanmagan.

Faraz qilaylik, nol nuqtada biz bu funksiyani f(0) = A deb
aniqladik ham deylik. Endi f funksiya [0, 1] kesmaning barcha nug-
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talarida aniglangan bo‘ldi. Ammo, biz A sonni qanday tanlashimiz-
dan qat’iy nazar, ravshanki, f funksiya [0, 1] kesmada chegaralangan
bo‘la olmaydi, natijada, bu kesmada u Riman bo‘yicha integrallanu-
vchi ham bo‘lmaydi.

Endi boshqacha yo‘l tutaylik. Agar 0 < ¢ < 1 bo‘lsa, (6.6.35)
funksiya ixtiyoriy [¢, 1] kesmada uzluksizdir va demak, integrallanuv-
chi ham bo‘ladi. Bu funksiyani |e, 1] kesmada Nyuton-Leybnits for-
mulasidan foydalanib integrallaymiz:

1
dx _
£

Shubhasiz, ¢ — 0 da integral 2 soniga yaqinlashadi va shuning
uchun, (6.6.35) funksiyadan [0, 1] kesma bo‘yicha olingan integral-
ning giymatini 2 ga teng deb hisoblashimiz tabiiydir.

Ofrganilgan misol umumiy holga o‘tish uchun asos bo‘la oladi.

Ta’rvif. Berilgan f funksiya (a,b] yarim intervalda aniglangan
bo‘lib, 0 < & < b—a intervaldan olingan har qanday £ uchun [a-+¢,b]
kesmada integrallanuvchi bo‘lsin.

Agar

lim /b f(x) dx

e—0+40
ate

limit mavjud bo‘lsa, bu limit [ funksiyadan olingan tkkinchi tur
xosmas integral deyiladi. Bunda [ funksiya |a,b] kesmada zosmas
ma’noda integrallanuvchi deb atalads.

Bunday xosmas integral uchun odatdagi belgilashdan foydalani-
ladi:

e—0+40
a+te

b b
/f(ac)dw lim /f(ac)dw. (6.6.36)

E’tibor bering, (6.6.36) tenglik isbotlanmaydi; u yaqinlashuvchi
xosmas integral qiymatining ta’rifi deb qgabul qilinadi.
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Shuni qayd etish kerakki, (6.6.36) limit mavjud bo‘lmagan vaqt-

da ham quyidagi
b
[ fdo

ifoda (ikkinchi tur) xosmas integral deb ataladi.

Ikkinchi tur xosmas integrallar uchun ham xuddi birinchi tur
xosmas integrallar kabi yaqinlashish va uzoqlashish tushunchalari
kiritiladi hamda yaqinlashish alomatlari o‘rnatiladi. Xususan, bun-
day integrallar uchun umumiy va xususiy taqqoslash alomatlari is-
botlanadi.

2. Agar f funksiya b nuqtada maxsuslikka ega bo‘lib, har qanday
b—a > e > 0 uchun [a, b— 2] ko‘rinishdagi kesmada Riman bo‘yicha
integrallanuvchi bo‘lsa, u holda ikkinchi tur xosmas integral qiymati
quyidagi limit ko‘rinishida aniglanadi:

b—e
i / f(@) da. (6.6.37)
a
Ravshanki, oddiygina o‘zgaruvchini almashtirish yordamida ik-
kinchi tur xosmas integralni birinchi tur xosmas integralga keltirish
mumkin. Chunonchi, (6.6.37) integralda

‘ 1
b—=x
almashtirishni bajarsak,
e Y 1\ dt
Foow— | 1(o-1)
a 1/(b—a)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Bu tenglikda £ — 0 + 0 deb limitga o‘tsak,

/bf(x) de — 7 f (b—%) % (6.6.38)
a 1

/(b—a)
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tenglik hosil bo‘ladi. Bunda har ikkala xosmas integral bir vaqtda
yoki yaqginlashadi yoki uzoqlashadi.

3. Ikkinchi tur xosmas integrallar uchun ham absolyut va shartli
yaqinlashish tushunchalarini kiritish mumkin. Chunonchi, agar | f(z)|
funksiyadan olingan ikkinchi tur xosmas integral yaqinlashsa, f(x)
funksiyadan olingan xosmas integral absolyut yaginlashadi deyiladi.
Bundan tashqari, agar f(z) dan olingan integral yaqinlashib, | f(z)|
dan olingan integral uzoqlashsa, f funksiyaning integrali shartli
yaginlashadi deyiladi.

6.6.8 - misol. Quyidagi:

1
/ B cos B dx
x

0
ikkinchi tur xosmas integralning shartli yaginlashishini ko‘rsatamiz.

1
Agar t = p deb o‘zgaruvchini almashtirsak,

1/e

1
1 1 t
/—cos—dw/ﬂdt
x x
£ 1

tenglikni olamiz.
Bundan chiqdi,

1 “+o0

/lcosldw / &Stdt,
z z t
0 1

chunki o‘ng tomondagi integral Dirixle-Abel alomatiga ko‘ra yaqin-
lashadi. Demak, chap tomondagi integral ham yaqinlashar ekan.

Agar berilgan integral ostidagi funksiyani f(x) deb belgilasak,
| f(x)| funksiyadan olingan integral uzogqlashishini ko‘rsatish qiyin
emas. Hagigatan, agar u yaqinlashganda edi, yana yuqoridagi al-
mashtirishni bajarib,

—+o0

1
1 t
/‘—cos ‘dw/mdt
x t
0

1
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tenglikni olar edik, ammo o‘ng tomondagi integral, xuddi 6.6.6 -
misoldagi singari, uzoqlashadi.

Shunday qilib, qaralayotgan integralning shartli yaqinlashishi is-
botlandi.

Shuni aytish kerakki, manfiy bo‘lmagan f(x) > 0 funksiyadan
(a,b] yarim kesmada olingan integral fagat bitta holda, ya'ni bu
funksiyadan [a + &, b] kesmada olingan integrallar £ — 0 da +oo ga
intilgandagina uzoqlashadi. Shuning uchun, odatda

b
/|f<x>| dr = too

deb yozishadi. Ushbu belgilash fagat manfiy bo‘lmagan funksiyalar-
dan olingan integral uzoqlashganda ishlatiladi.
Masalan,

/

4. Berilgan funksiya [a,b] kesmaning biror ichki ¢ nuqtasida
maxsuslikka ega bo‘lganda ham bu funksiyadan olingan ikkinchi tur
xosmas integrallar o‘rganiladi. Chunonchi, agar f funksiya ixtiyoriy
£ > 0 uchun [a,c — ] va [c¢+ £, b] ko‘rinishdagi kesmalarda integral-
lanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiyadan olingan xosmas integral ikki
xosmas integralning yig‘indisi sifatida aniglanadi:

/bf(x)d:v /cf(x)dac +/bf(x)d:v

Bunday aniglangan ikkinchi tur xosmas integrallar uchun Koshi
ma’nosidagi yoki bosh qgiymat ma’nosidagi integral tushunchasini
kiritish mumkin. Chunonchi,

1
— oS —
x x

dr = +oo.

b

b
V.p./f(x)d = lim /f Ydr + Jr/gf(:v)dac . (6.6.39)

£—040
a
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6.6.9 - misol. Agar f funksiya [—1, 1] kesmada toq bo‘lib (ya’ni
barcha x € [—1, 1] lar uchun f(—z) = —f(x) bo‘lib), x = 0 nuqtada
maxsuslikka ega bo‘lsa,uning Koshi ma’nosidagi xosmas integralini
hisoblang.

Berilgan funksiyaning ta’rifiga ko‘ra,

]Ef(w) dn = j feayde — - [ f@ydo
—1 £

£

tenglikka ega bo‘lamiz. Shuning uchun,

—e 1
_/1f(x) do + E/f(x) dr — 0.

Demak, nolda maxsuslikka ega bo‘lgan toq funksiya uchun

1

bo‘lar ekan.
6.6.10 - misol. Agar a < ¢ < b bo‘lsa, navbatdagi tenglikni

ishotlang:
b

V.p./ L (6.6.40)
xr—2C C—a

a

Agar £ > 0 yetarlicha kichik bo‘lsa, quyidagini olamiz:

c—

e b
dx dx € b—c b—c
+ = In 4+In—— =1n .
x—c x—c la — | £ c—a

a c+te

Demak, yuqoridagi (6.6.39) ta’rifga ko‘ra, talab qilingan (6.6.40)
tenglik bajarilar ekan.
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§ 6.7. Haqiqiy argumentli kompleks giymatli
funksiyalardan olingan aniq integral

1. Berilgan [a,b] kesmada aniglangan f : [a,b8 — ¢ funksiya
komleks giymatlar gqabul qgilsin deylik. Bundan chiqdi, shunday ikki
haqiqiy funksiyalar « : [a,b] — R va v : [a,b] — R mavjudki, ular
uchun quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

flx) = u(x) + wx), a<ax<b (6.7.1)
Bunday aniqlangan f funksiyadan Riman bo‘yicha aniq integral
xuddi haqiqiy giymatli funksiyalar holidagidek olinadi. Chunonchi,
[a, b] kesmaning istalgan P bo‘linishini qaraylik:
P={a=xy <21 <2< ...<2p =0}
Har bir qismiy [2x—1, 2] kesmada biror & nuqtani tanlaymiz:
Tp—1 < &k S T

Endi integral yig‘indini tuzamiz:
op(f) = op(f 451 = D [ Axy, (6.7.2)
k=1

bu yerda Axp = 2, — Tp_1-

Agar ixtiyoriy £ > 0 olganda ham shunday § > 0 topilsaki,
diametri d(P) < § bo‘lgan har qanday P bo‘linish va & € [2r—1, 2]
nuqtalarni ixtiyoriy tanlanishi uchun

lop(f:{&3) — I < ¢

tengsizlik bajarilsa, I kompleks son (6.7.2) integral yig‘indilarning
P bo‘linish diametri d(P) nolga intilgandagi limiti deyiladi.

Agar f funksiyaning integral yig‘indilari limiti mavjud bo‘lsa,
bu funksiya [a, b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi deyiladi.
Aynan shu limit f ning aniq integrali deb ataladi:

/ f@)de — lim op(f). (6.7.3)

d(P)—0
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Kompleks giymatli f(x) funksiya integrallanuvchi bo‘lishi uchun
uning u(x) haqigiy va v(x) mavhum gismlarining integrallanuvchi
bo‘lishi zarur va yetarlidir. Bu tasdigni va bunda bajariladigan quyida-
gi

b b

/bf(w) dr = /U(LE) de + i/'u(ac) dx (6.7.4)

a a

tenglikni ishotlash qiyin emas.

(6.7.4) tenglik yordamida kompleks qiymatli funksiyadan olin-
gan integralning harcha asosiy xossalarini keltirib chigarish mumkin.

Navbatdagi muhim xossani biz bevosita integral ta’rifidan foy-
dalanib isbotlaymiz.

6.7.1 - tasdiq. Agar f : [a,b] — C funksiya |a,b] kesmada
integrallanuvchi bo‘lsa, | f(x)| funksiya ham |a,b] da integrallanuvchi
bo‘lib,

b b
/ f(2)dz| < / (@) da (6.7.5)

tengsizlik bajariladsi.
Isbot. Shartga ko‘ra, u(x) = Re f(x) vav(x) = Im f(x) funksiya-
lar integrallanuvchidir. Bundan

[f(@)] = Vur(x) + vi(2)

funksiyaning ham integrallanuvchi ekani kelib chiqadi. Haqiqatan,
0‘z-0‘zidan ko‘rinib turgan

f(2) = f(y)] = VIu@) —u@)]? + [v(x) —v()]? <

< Ju@) —uy)| + |v(z) —v(y)]

tengsizlikdan istalgan A kesma uchun shu kesmadagi tebranish

w(f,A) < wu,A) + wv,A)

tengsizlikni ganoatlantirishi kelib chigadi.
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Shunday ekan, Rimanning integrallanish kriteriysiga (6.4.2* -
teorema) asosan, u va v funksiyalar integrallanuvchi bo‘lgani sababli,
| f| funksiya ham integrallanuvchi bo‘ladi.

Endi (6.7.2) formulaga yig‘indining moduli haqgidagi (1.8.14) teng-
sizlikni qo‘llasak,

n

op(N < 3 16| Any

k=1

bahoni olamiz.
Bu tengsizlikda d(P) — 0 deb limitga o‘tsak, talab gilingan
(6.7.5) tengsizlikka ega bo‘lamiz.l

§ 6.8. Misollar

1 - misol. Agar f(x) funksiya [0, +00) da uzluksiz bo‘lib,
lim f(x) = A bo‘lsa,

r—+00

1
nl_l)IJ{loo/f(nw)dLE (6.8.1)
0
limitni toping.
Ko‘rsatma. Avval A = 0 holni qarab, (6.8.1) dagi integralni

1 1
0, — —,1
(0, ) va (-
yozib oling. So‘ngra umumiy holni o‘rganilgan holga keltiring.

2 - misol. Agar f funksiya 7" > 0 davrga ega bo‘lgan davriy
funksiya bo‘lib, [0, 7| kesmada integrallanuvchi bo‘lsa,

) intervallar bo‘yicha integrallar yig‘indisi sifatida

n—+oo

T
lim / Fna)de — % /O oy
0

tenglik bajarilishini isbotlang.
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Ko‘rsatma. Avval nx = t almashtirish bajarib, so‘ngra f funksi-
vaning davriyligidan foydalaning.
3 - misol. Agar f(x) funksiya x > 0 da monoton o‘suvchi bo‘lib,

lim @ = +o00 bo'lsa,
r—+too

/ sin (f(x))da
0

integral yaginlashadimi?

Ko‘rsatma. f(z) = (4[z]? + 1)% funksiyani tekshiring.

4 - misol. Agar [a,b] kesmada f'(x) monoton va |f'(z)| > A
bo‘lsa,

b
/sin(f(w)) da| < % (6.8.2)

tengsizlikni ishotlang.

Ko‘rsatma. (6.8.2) integralda ¢ = f(z) almashtirish bajaring.
Hosil bo‘lgan integralga (6.5.29) Bonne formulasini qo‘llang (o‘sha
yerdagi 2 - eslatmaga qarang).

5 - misol. Agar f(z) funksiya (0, a) intervalda monoton bo‘lib,

J a? f(x)dx integral mavjud bo‘lsa, ml_i)rﬂowp“f(:v) = 0 tenglikni is-
l?)otlang.

Kofrsatma. Ikkinchi tur xosmas integral yaginlashishi uchun
Koshi kriteriysini keltiring va undan foydalaning.

6 - misol. Berilgan [a, b] kesmada g(x) funksiya uzluksiz bo‘lsin.
Agar f(a) = f(b) = 0 tenglikni qanoatlantiruvchi har qanday uzluk-
siz differensiallanuvchi f funksiya uchun

b
/ J(x)g(@)dz — 0

tenglik bajarilsa, g(x) = 0 ekanini isbotlang.
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Ko‘rsatma. Berilgan kesmaning biror nuqtasida g(x) # 0 deb
faraz qilib, f funksivani e~ /%" (=% funksiya yordamida tanlash
hisobiga ziddiyat oling.

7 - misol. Berilgan [a,b] kesmada u(x) uzluksiz differensial-
lanuvchi va v(z) uzluksiz bo‘lsin. Agar [a,b] kesmada uzluksiz dif-
ferensiallanuvchi va f(a) = f(b) = 0 shartni qanoatlantiruvchi har
ganday f funksiya uchun

b

/ u(@)f'(2) + v(@) f(2)] de — 0 (6.8.3)

a

tenglik bajarilsa, u/(x) = v(x) ekanini isbotlang.
Ko‘rsatma. Avval (6.8.3) tenglik

b

/ () — w(a)] f(2)de = 0

a

munosabatga teng kuchli ekanini ko‘rsating. So‘ngra 5 - misoldan
foydalaning.

8 - misol. Agar f(x) funksiya [0, 1] kesmada integrallanuvchi
bo‘lib,

1
/f(x)dx >0 (6.8.4)
0

bo‘lsa, u holda shunday [a, b] C [0, 1] kesma topilib, unda f(x) >0
tengsizlik bajarilishini isbotlang.

Ko‘rsatma. Agar [0, 1] kesma bo‘linishining diametri yetarlicha
kichik bo‘lsa, (6.8.4) tengsizlik Darbuning quyi yig‘indilari uchun
ham bajarilishidan foydalaning.

9 - misol. Agar f(z) funksiya [a, b kesmada uzluksiz bo‘lsa,

h—0+0

b—h
lim /|f(x+h)—f(x)|d:v()
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ekanini ishotlang.

Ko‘rsatma. Kantor teoremasiga ko‘ra f funksiya [a, b] kesmada
tekis uzluksiz ekanligidan foydalaning.

10 - misol. Integrallanuvchi toq funksiyaning istalgan bosh-
lang‘ich funksiyasi juft va juft funksiyaning boshlang‘ich funksiyalari
orasida faqat bittasi toq ekanini isbotlang.

Kof‘rsatma. Berilgan f funksiyaning istalgan F' boshlang‘ich
funksiyasini quyidagi

aniq integral ko‘rinishida yozib oling.

11 - misol. Agar f(z) funksiya |a, b kesmada integrallanuvchi
bo‘lib, biror ¢ € (a,b) nugtada birinchi tur uzilishga ega bo‘lsa, u
holda F(z) = [ f(t) dt funksiya ana shu ¢ nuqtada differensiallanuv-

0

chi emasligini ko‘rsating.

Ko‘rsatma. F(x) funksiyaning ¢ nuqtadagi hosilasi ta'rifidan
foydalaning.

12 - misol. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib,
manfiy bo‘lmasa,

b 1/n
lim /f”(x) dx = max f(x) (6.8.5)

n——+00 2€[a,b]

tenglikni ishotlang.

Ko‘rsatma. Agar M = maxX,c[,p f(2) va (6.8.5) dagi ketma-
ketlikni a,, desak, a, < M(b— a)% ekanini va istalgan £ > 0 uchun
biror [, 5] kesmada f(x) > M —e bo‘lgani uchun a,, > (M —&)(8—
a)% ekanini isbotlang.

13 - misol. Agar uzluksiz f(x) funksiya [0, 1| kesmada monoton
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kamaysa, istalgan a € (0, 1) uchun

a 1
/ f(@) de >a / f(x) do (6.8.6)
0 0

tengsizlikni ishotlang.

Ko‘rsatma. Avval (6.8.6) tengsizlikning chapidagi integralda
x = at almashtirish bajaring, so‘ngra uni o‘ngdagi integral bilan
taqqoslang.

14 - misol. Agar f(x) va g(z) funksiyalar |a,b] kesmada in-
tegrallanuvchi bo‘lsa, quyidagi, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb
ataluvchi, tengsizlikni isbotlang:

/f ) da| < /|f )2 dx /|g )|? da. (6.8.7)

Kof‘rsatma. Istalgan A va B sonlar uchun, ravshanki,

Demak, agar

e (G o — ) -
J1f(@)]? de [ g(x)|? da
b

/ A()B(x) do < 1

a

desak,

bo‘ladi.
15 - misol. Agar f(x) funksiya [0, 1] kesmada uzluksiz differen-
siallanuvchi bo‘lib, f(1) — f(0) = 1 bo‘lsa,

1
/ P de>1
0
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tengsizlikni ishotlang.
Ko‘rsatma. Ravshanki,

1
(1) = £(0) = / ) do— 1,
0

Bu tenglikda f’ va 1 funksiyalar uchun Koshi-Bunyakovskiy teng-
sizligini qo‘llang.

16 - misol. Agar » £ 0 da f(x) = s12x va f(0) = 0 desak, f(x)

funksiyaning [—1, 1] kesmada integrallanuvchi va F(x) = [ f(t) dt
1

funksiya (—1,1) intervalda differensiallanuvchi ekanini ko‘rsating.
F’(0) ni toping.

Kof‘rsatma. Birinchi ajoyib limitdan foydalanib, 6.2.1 - tasdiq
va 6.5.5 - teoremalarni qo‘llang.



VII Bob. Aniq integralning geometrik
tadbiqlari

§ 7.1. Egri chiziq yoyining uzunligi

1. Ushbu bandda biz uzluksiz yassi egri chiziqg deb ataluvchi egri
chiziglarning uzunligini topish bilan shug‘ullanamiz. Bunda uzluksiz
yassi egri chiziq deganda biror |, 5] kesmaning uni tekislikka uzluk-
siz akslantirishdagi aksi tushuniladi. Ammo shuni gayd etish ker-
akki, umumiy holda kesmani uzluksiz akslantirishning aksi bizning
tasavvurimizdagi egri chiziq bo‘lmasligi ham mumkin. Masalan, [0, 1]
kesmada aniglangan shunday uzluksiz akslantirish ko‘rsatish mumkin-
ki (bunday akslantirishlar Peano akslantirishi deb ataladi),uning ak-
si [0, 1] x [0, 1] kvadratni to’laligicha qoplaydi (2 - tom, 11.3.2 - para-
grafga ham qarang). Shuning uchun biz uzunligini biror ma’noda
o’lchash mumkin bo‘lgan egri chiziglar sinfini ajratib olishimiz zarur.

Faraz qilaylik, [, 8] kesmada ikki uzluksiz funksiya aniglangan
bo‘lsin:

x=p(t), y=vt), telap]. (7.1.1)

Bu ikki funksiyani [, 8] kesmada aniglangan va R? tekislikda qiy-
mat gabul giluvchi bitta

vektor-funksiyaning komponentalari sifatida qarash mumkin. Bun-
day vektor-funksiyaning R(®) qiymatlar to‘plami koordinatalari
(7.1.1) tengliklarni ganoatlantiruvchi R? tekislikdagi barcha nuqta-
lar to‘plamidan iborat bo‘ladi.
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Faraz qilaylik, istalgan ikki o‘zaro farqli ¢; va t2 € [a, ] lar
uchun ®(t;) # ®(ty) shart bajarilsin. U holda R(®) to’plam R?
tekislikda ®(a) va ®(3) nuqgtalarni tutashtiruvchi biror L = R(®) C
R? egri chizigni aniqlaydi. Ravshanki, bunday egri chiziq o ‘zini oz
kesmaydi, yami ¢t ning turli qiymatlariga egri chiziqda ham turli
nuqtalar mos keladi. Shunday aniglangan L egri chiziq sodda yassi
egri chizig deyiladi.

E’tibor bering, L egri chiziq uzluksiz bo‘ladi, ya’ni, sodda qilib
aytganda, bunday egri chizigni chizganimizda qo‘limiz qog‘ozdan
ko‘tarilmaydi.

(7.1.1) tenglamalar L chiziqni parametrlashtiradi deyiladi va
bundagi ¢ kattalik parametr deb ataladi. Ravshanki, bitta egri chi-
zigning o‘zi turli tenglamalar bilan parametrlashtirilishi mumkin.
Sodda egri chiziq yoy ham deb ataladi.

Masalan, [a,b] kesmada aniqlangan f : [a,b] — R uzluksiz
funksiyaning grafigi sodda yassi egri chiziq bo‘ladi. Eslatib o’tamiz,
berilgan f funksiyaning grafigi I'(f) deganda biz R? tekislikda yot-
gan quyidagi to‘plamni tushunamiz (7.1-rasm):

L(f) ={(x,y) €eR? : f(x) =y, a<uz<b}. (7.1.2)

y=f(x)

¥

7.1-rasm

I'(f) grafikning sodda yassi egri chiziq ekaniga ishonch hosil qilish



§7.1. Egri chiziq yoyining uzunligi 379

uchun 2 ni parametr deb qabul gilish kifoya. Bunda ®(x) = («, f(x))
vektor-funksiya L = I'( f) egri chizigni aniglaydi.

Agar (7.1.1) tenglamalar bilan aniqlangan L egri chiziq faqat
bir holda, ya'ni {; = «, {o = 8 bo‘lganda o‘zini o‘zi kessa, ya’ni
O(a) = P(B) tenglik o‘rinli bo‘lsa, bunday holga mos kelgan egri
chiziq yopiq sodda yassi egri chizig deb ataladi.

Masalan, R? koordinatalar tekisligida yotuvchi va markazi koor-
dinatalar boshida ho‘lgan hirlik aylanani parametrik ravishda quyida-
gi

x =cost, y=sint, €0, 2r],

ko‘rinishda yozish mumkin. Ravshanki, bunda ®(0) = &(27). De-
mak, aylana yopiq sodda yassi egri chiziq bo‘lar ekan.

Ushbu bandda bundan buyon L egri chiziq deganda sodda egri
chizigni tushunamiz.

Bundan keyingi bayonimizni osonlashtrish magsadida, R? koor-
dinatalar tekisligini C kompleks tekislik deb, ya'ni barcha z = z +
iy kompleks sonlar to‘plami deb hisoblaymiz. Bunda  va y haqiqiy
sonlar z kompleks sonining mos ravishda hagiqiy va mavhum qism-
lari deb ataladi.

Bu holda ®(t) vektor-funksiyani kompleks giymatli funksiya deb
hisoblash mumkin:

(1) = (i) + iv().
Shunday qilib, L egri chiziq

=), y=v{), telaf],

tenglamalar bilan parametrlashtirilgan bo‘lib, ®(t) = (t) + i (t)
bo‘lsin.
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y A

¥l )
whs,

O ot ) o) ) dede) o

4 B X
6Lt Lot 1y t, P
7.2-rasm

Endi P deb [, 5] kesmaning
P ={a=ly<l € w < tu=0} (7.1.3)
ko‘rinishdagi bo‘linishi olamiz.
Ravshanki, My = ®(#x) nuqtalar L egri chizigda yotadi. Bu nuqg-

talarni ketma-ket kesmalar bilan birlashtirib, L egri chiziqga ichki
chizilgan quyidagi

WP) = MoMiM,...M,

siniq chizigni qaraymiz. Bunda har bir My_1 My kesma [(P) siniq
chizigning bo ‘limi deyiladi. Har bir Mj_; M}, bo‘lim uzunligi

| Mp_1 My| = |®(tr) — P(tr—1)|

tenglik orqali aniglangani uchun, I(P) siniq chiziqning uzunligi

UP)| = 10(tk) — P(te—1)] (7.1.4)
k=1
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ga teng (7.2-rasm).
L egri chiziqning uzunligi |L| deb L egri chiziqqa ichki chizilgan
siniq chiziglar uzunliklarining aniq yuqori chegarasiga aytiladi:

L] = sup Y |®(tk) — B(te—1)]. (7.1.5)
P

Agar egri chiziq chekli uzunlikka ega bo‘lsa, u to‘g‘rilanuvchi
deyiladi. Aksincha, uzunlik chekli bo‘lmasa, bu egri chizigni to‘g‘ri-
lanmaydi deymiz. Ravshanki, har qanday to‘g‘rilanuvchi egri chi-
zigning uzunligi manfiy bo‘lmagan songa teng.

7.1.1 - ‘. Faraz qilaylik, L C C egri chiziq |o, 5] kesma-
da uzluksiz differensiallanuvchi ® : [o, 5] — C funksiyasining aksi
bo‘lsin. U holda L egri chiziq to‘grilanuvchi bo‘lib,uning uzunligi
ushbu

s
|L| /\cb’(t)\ dt (7.1.6)

qiymatga teng bo‘ladi.

Isbot. 1) L(t) orqali ¢ : [o,t] — C funksiyaning aksini, ya’ni
L egri chizigning mos qismini belgilaymiz. S(¢) mana shu L(t) egri
chizigning uzunligi bo‘lsin, ya’ni

Avval S(t) funksiyani |« 8] kesmada chegaralangan ekanligini is-
botlaymiz. Ravshanki, bu funksiya o‘suvchidir, shuning uchun S(3)
ni chekli ekanligini isbotlash yetarli.

(7.1.3) ko‘rinishdagi istalgan P bo‘linish uchun, Nyuton - Leyb-
nis formulasiga asosan, ushbu

@(tk) — q)(tk_l)
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tenglik bajariladi. Shuning uchun, P bo‘linish orqali aniglangan [( P)
siniq chiziq uzunligi, (7.1.4) tenglikka binoan,

ty

:z”: / ®'(s) ds

ga teng. Demak,

. 5
kz /|<1> |dsa/|¢>'<>|ds

Endi chap tomondagi ifodaning aniq yuqori chegarasini olsak,

B
L] §/|<I>'(s)|ds (7.1.7)

tengsizlik hosil bo‘ladi.

Shunday qilib, L egri chiziq to‘g‘rilanuvchi bo‘lib, uning uzunli-
gi (7.1.7) bahoni ganoatlantirar ekan. Bundan, o‘z-o‘zidan ko‘rinib
turgan S(t) < S(f5) = |L| munosabatga ko‘ra, S(t) funksiyani chega-
ralanganligi kelib chigadi.

2) Endi S(¢) funksiyani differensiallanuvchi ekanligini isbotlab,
uni hosilasini topamiz. Faraz qilaylik, ¢ € [, 3) va h > 0 sonlar (¢ +
h) € |a, 8] shartni qanoatlantirsin. U holda (7.1.7) tengsizlikning
ishotini o = { va 8 = { + h lar uchun qaytarib, quyidagi

t+h
S+ h) — St /|<1> )| ds (7.1.8)

tengsizlikni hosil gilamiz.

Bizga yuqoridagi ayirma uchun quyidan ham baho kerak bo‘ladi.
Agar ®(t+h) —o(t) ayirma ®(¢) va &(t-+h) nugtalarni tutashtiruv-
chi vektorni ham ifodalashini hisobga olsak,

|B(t+ h) —B(t)] < S(t+h) — S(t) (7.1.9)
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tengsizlikka ega bo‘lamiz. Natijada, (7.1.9) dan

‘@(Hh)—@(t)‘ < Sttrh) =S (7.1.10)

h h

baho kelib chigadi.

Demak, h ning ishorasi qanday bo‘lishidan qat’iy nazar, S(t)
funksiyaning monotonligiga ko‘ra, (7.1.8) va (7.1.10) munosabatlar-
dan quyidagi

t+h
B 20 SERZIO L ey a

tengsizlikni olamiz.
Hosilaning uzluksizligiga ko‘ra, bu qo‘sh tengsizlikning chap va
o‘ng tomonlari A — 0 da |®'(t)| ga intiladi. Shunday ekan,
dS(t) /
— = |D'(¥)]. 7.1.11
2 () (11.11)
3) Agar (7.1.11) tenglikni integrallab, unga Nyuton - Leybnis
formulasini qo‘llasak,

B B
S(8) — S(a) — /S’(t) it — /|<I>’(t)|dt

87 87

tenglikka ega bo‘lamiz. Lekin, S(8) — S(«) = |L| bo‘lgani uchun,
bu tenglik isbot gilinishi talab gilingan (7.1.6) formulaning o‘zidir.H
Natija. Agar L egri chiziq (7.1.1) tenglamalar yordamida para-
metrlashtirilgan bo‘lib, @(t) va(t) funksiyalar [, 5] kesmada uzluk-
stz differenstallanuvchi bo‘lsa, v holda L egri chiziq to‘g‘rilanuvchi
bo‘lib,uning uzunligi quyidagi formula orqali hisoblanadi:

B
|u/¢wwuwwww (7.1.12)
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Isbot kompleks qiymatli ®(¢) funksiyaning hosilasi ham kom-
pleks giymatli
(t) = ¢'(t) + (1))

funksiya bo‘lib,uning absolyut qiymati

2] = VIFOP + ()2

ga tengligidan bevosita kelib chigadi.

Eslatma. 7.1.1 - teoremaning ishotidan ko‘rinib turibdiki, bu
teoremaning tasdig’i va demak, yuqoridagi natija ham, har qanday
yopiq sodda yassi egri chiziq uchun ham o‘rinli bo‘ladi.

7.1.1 - misol. Quyidagi

m2/3+y2/3:a2/3, a>0, >0, y>0,

astroida yoyi uzunligini hisoblang.
Bu egri chiziqni quyidagicha paramertlashtirish mumkin:

x(t) = p(t) = acos®t, y(t) =w(t) =asin®t, 0<t<w/2.
Ravshanki,
@' (t) = —3acos®t-sint, v'(t) =3asin®t- cost.

Shuning uchun,
9 2
[ (D) + [ (1)) = 9a? cos* t sin?t + 9a?sin* ¢ cos® t = % sin? 2¢.

U holda, (7.1.12) formulani qo‘llab,

w/2
3 3 w/2 3
|L|/—asin2tdt——acos2t - =
2 1 o 2

0

tenglikni olamiz.
2. Endi [a,b] kesmada aniglangan f : [a,b] — R uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi funksiyaning (7.1.2) grafigini qaraylik. Yuqorida qayd
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qilinganidek, I'(f) sodda yassi egri chiziq bo‘ladi. Shu egri chizig-
ning yuqoridagi (7.1.5) ta'rif bo’yicha aniglangan uzunligini |I'( f)|
deb, shu kattalikni topamiz. Buning uchun ®(xz) = («, f(z)) deb,
(7.1.12) formuladan foydalansak, quyidagi

b

() = /\/1+[f’(x)]2dx (7.1.13)

a
natijaga ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, uzluksiz diffrensiallanuvchi f funksiya grafigi
bo‘lgan egri chizigning uzunligi (7.1.13) formula orqali hisoblanar
ekan.

(7.1.13) formulaning qo‘llanishiga misol keltirishdan avval shx
giperbolik sinus va chx giperbolik kosinus funksiyalarning ta’riflarini
eslatib o‘tamiz:

x —X x —X
et —e e +e
shx:T, chy = ————

Bu funksiyalarning navbatdagi:
1+ (shz)? = (cha)?
va
(chx)" = shx, (sha) =chx

sodda xossalari yuqoridagi ta’riflardan to‘g‘ridan to‘g‘ri kelib chiqa-
di.
7.1.2 - misol. Quyidagi

y = chax, 0<x<aq,

egri chiziq uzunligini toping.

Agar giperbolik sinus va kosinuslarning yuqoridagi xossalaridan
foydalansak, misolning yechimi bevosita (7.1.13) formuladan kelib
chigadi:

|L] /\/1+[(chx)’]2dw/\/1+(shw)2d:v
0 0
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a

/ch:vdac shz|g = sha.
0

Yuqoridagi giperbolik kosinusning grafigi zanjirsimon chizig deb
ataladi. Bunga sabab shundan iboratki, agar biror zanjirni ikki uchi-
dan mahkamlab osib qo’yilsa, osilib turgan zanjir shakli mana shu
egri chiziq ko‘rinishida bo‘ladi.

3. Agar f funksiya [a,b| kesmada uzluksiz bo‘lib, faqat (a,b)
intervaldagina uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, (7.1.13) dagi in-
tegral, umuman aytganda, ikkinchi turdagi xosmas integral bo‘ladi.
Bu holda integral yaginlashishini qo‘shimcha ravishda o‘rganish lo-
zim. Agar integral yaginlashsa, funksiya grafigi to‘g‘rilanuvchi bo‘ladi.

Eslatma. Ikkinchi turdagi (7.1.13) xosmas integral fagat va
fagat f’ funksiya [a, b] kesmada absolyut integrallanuvchi bo‘lganda-
gina yaqinlashadi. Bu tasdiq, quyidagi o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

[f'(@)] < VIH[f@F <1+ |f(2)

tengsizlikka ko‘ra, umumiy taqqoslash alomatidan kelib chigadi.

7.1.3 - misol. Ushbu

1
rsin—, agar 0 <z <1 bo'lsa,
fla) = x

0, agar x = 0 bo‘lsa,

funksiya grafigi to‘g‘rilanmaydigan egri chiziq ekanini ko‘rsatamiz
(7.3-rasm).
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§7.1.

4

y

7.3-rasm

Haqiqatan, agar = > 0 bo‘lsa,

1 1 1

/ .
r)=-s1m-— — —COS—
f(x) peliled S

tenglikni olamiz. Endi f’(x) funksiyaning absolyut integrallanmasli-
gi ravshan. Demak, yuqoridagi egri chiziq to‘g‘rilanmas ekan.

Agar f’ hosiladan [a,b] kesmada olingan xosmas integral ab-
solyut yaqinlashsa, yuqoridagi eslatmada qayd qilinganidek, f funk-
siya grafigi to‘g‘rilanuvchi bo‘lib,uning uzunligini (7.1.13) formula
yordamida hisoblash mumkin.

7.1.4 - misol. Birlik aylananing P = (1,0) va M = (a,b),b > 0,
nuqtalarini tutashtiruvehi PM yoy uzunligini hisoblang (7.4-rasm).
Bu yoy, albatta, f(x) = V1 — 22 funksiya grafigi bo‘ladi. Modo-

miki
) -1

x
1 —22

1+|f’(x)|21+<m
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ekan, quyidagi natijaga ega bo‘lamiz:

1 1
|PM| = /v1+|f'(£v)|2d:v = /% g — arcsin a.
-

(7.1.14)

L J

7.4-rasm
Biz M = (—1,0) bo‘lganda PM yoy uzunligini yunoncha 7 harfi
bilan belgilagan edik. Shunday ekan,
1
/ dx
T o= —_—
|V 1 — a2
Integral ostidagi funksiya juft bo‘lgani uchun,
1
T / dx
2 / VI—a?
Bu tenglik yordamida (7.1.14) formulaning o'ng tomonidagi xos-

mas integralni (0 < a < 1 bo‘lganda) xos integral orqali yozish
mumkin:
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a
|]§]\\4| = % — /\/ldif—:ﬁ = g — arcsina. (7.1.15)
0

4. Ushbu bandda uch o‘lchovli R? fazoda berilgan egri chi-
ziglarni o‘rganamiz ( R? fazoning ta’rifi §7.3 da keltirilgan). Beril-
gan |« ] kesmani ®(t) = (p(t), ¥(t), x(t)) akslantirishdagi aksi
fazoviy egri chizig deb ataladi. Agar bunda hosil bo‘lgan egri chi-
ziqni L orqali belgilasak, u uch o‘lchovli R? fazoning gism to‘plami
bo‘ladi.

Yassi egri chiziqqa o‘xshash, L fazoviy egri chiziqning uzunligi
ham unga ichki chizilgan siniq chiziglar uzunliklarining aniq yuqori
chegarasi sifatida aniglanadi.

Agar ®(t) akslantirishning

r = o), y = v, z = x(), a<t<p,

komponentalari uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, L egri chiziq
to‘g‘rilanuvchi bo‘lib,uning uzunligi

8
UJ/VW@P+W@PHMth (7.1.16)

formula orqali aniqlanadi.
Keltirilgan formulani isbotlash uchun avval 7.1.1 - teorema is-
botini deyarli so‘zma-so‘z qaytarib,

B
L] /|<I>’(t)|dt (7.1.17)

tenglikni o’rnatamiz. So'ngra ®(¢) akslantirishning hosilasi deb

V() = (¢'1), ¥'(), X))
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akslantirishni olib, uning uchun

'] = VIZ@OP + [ O + X (@)

formuladan foydalansak, talab qilingan (7.1.16) tenglikka kelamiz.

§ 7.2. Yassi shakl yuzi

R? koordinatalar tekisligining ixtiyoriy E to‘plamini qaraylik.
Bizning galdagi magsadimiz bu to‘plam yuzini ta’riflash va uni hi-
soblash usulini topishdir.

Avvalam bor shuni qayd etaylikki, berilgan £ to‘plamning yuza-
ga ega yoki ega emasligi bu to‘plam chegarasining qanchalik kat-
taligiga bog‘ligdir. Shu sababli biz £ to‘plam chegarasi tushunchasi-
ni kiritishdan boshlaymiz.

Faraz qilaylik, b = (b, b2) nugta R? tekisliknig ixtiyoriy nuqtasi
bo‘lsin. Istalgan £ > 0 uchun b nuqtaning e-atrofi deb markazi b
nuqtada bo‘lib, radiusi £ ga teng bo‘lgan doiraga, ya’ni

|l — b = \/(:81 —b1)2+ (w2 —b2)? <¢ (7.2.1)

shartni qanoatlantiruvchi barcha x = (21, 22) € R? nuqtalar to‘p-
lamiga aytamiz.

Ta’rif. R? tekislikning iztiyoriy E gismiy to‘plami berilgan bo‘lsin.
Agar b € R? nugtaning istalgan s-atrofida E to‘plamga ham te-
gishli bo‘lgan, ham tegishli bo‘lmagan nuqtalari bo‘lsa, b nugta E
to‘plamning chegaraviy nuqtasi deyiladi.

Chegaraviy nugtalar to‘plami ¥ to‘plamning chegarasi deb ata-
ladi va odatda dF simvoli orqali belgilanadi.

Masalan, agar a, b, ¢, d sonlar @ < b va ¢ < d shartlarni qanoat-
lantiruvchi ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lsa,

F={(z,y) eR? : a<zx<b c<y<d} (7.2.2)
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to‘g‘ri to‘rtburchak chegarasi quyidagi to‘rtta kesmaning yig‘indisi-
dan iborat:
oF = 51USQU53US4,

bu yerda
S; ={(x,y) €R? : a<ax<bh y=c},
Sy ={(x,y) €ER? : x=qa, c<y<d},
Sy ={(x,y) €R?* : a<2<bh y=d},
Sy ={(x,y) €R?® : x=b, c<y<d}.

E’tibor bering, xuddi shu to‘plam quyidagi:
G={(z,y) eR? : a<x<b c<y<d} (7.2.3)

to‘g'ri to‘rtburchakning ham chegarasi bo‘ladi, ya'ni 0F = 9G. Bu
ikki ' va GG to‘g‘ri to‘rtburchaklarning farqi shundaki, /' to‘plam
barcha chegaraviy nuqtalarini o‘z ichiga olsa, G to‘plam esa biror-
ta ham chegaraviy nuqtasini o'z ichiga olmaydi. Oson ko‘rsatish
mumkinki,

0G=0F =F\G = {(z,y) € F' : (v,y) ¢ G}.

Ta’rvif. Agar biror F to‘plam o‘zining barcha chegaraviy nugta-
larini o'z ichiga olsa, u yopiq to‘plam deyilads.

Masalan, (7.2.2) to‘g‘ri to‘rtburchak yopiq to‘plamdir.

Ta’rif. Agar G to‘plam birorta ham chegaraviy nugtasing o‘z
ichiga olmasa, u ochiq to‘plam deyiladi.

Masalan, (7.2.3) to‘g‘ri to‘rthurchak ochiq to‘plamdir.

Ixtiyoriy to‘plamning yuzini ta’riflashdan oldin biz regulyar to‘g*-
ri to‘rtburchak yuzini aniglaymiz. Regulyar to‘g‘ri to‘rtburchak bu
(7.2.2) ko‘rinishdagi to‘plamdir. Bu to‘plam [a,b] va [c,d] kesma-
larni ko‘paytmasi ham deyiladi va F = [a,b] x [¢,d] ko‘rinishda
belgilanadi.

Shunday qilib, regulyar to‘g‘ri to‘rtburchak deganda, biz
tomonlari koordinata o‘qlariga parallel bo lgan ixtiyoriy yopiq to‘gri
to ‘rtburchakni tushunar ekanmiz.
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Ta’rif. Quyidagi son:
|P| = (b—a)-(d—2¢) (7.2.4)

(7.2.2) ko‘rinishdagi P regulyar to‘gri to‘rtburchakning yuzi deb
ataladi.

Ravshanki, ixtiyoriy regulyar to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi biror
musbat sondir.

Ta’rvif. Chekli sondagi (yopiq) regulyar Py to‘g‘ri to‘rtburchak-
larning birlashmasini, ya’'ni

F=PUPU---UP, (7.2.5)

to‘plamni yopiq ko‘pburchakli shakl deb ataymiz (7.5-rasm).

]

7.5-rasm

Yopiq ko‘pburchakli F' shakldan barcha chegaraviy nuqtalarini
olib tashlash natijasida hosil bo‘lgan

G = F\ OF

to‘plamni ochiq ko ‘pburchakli shakl deymiz.
Nihoyat, agar biror I C R? to‘plam berilib, u uchun shunday
ochiq ko‘pburchakli shakl G topilsaki, ular

G C E C (GUOG)
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munosabatni qanoatlantirsa, I to‘plamni ko ‘pburchakli shakl deymiz.
Bunda G berilgan F ko‘pburchakli shaklning ichki gismi deb atala-
di.

Shunday qilib, biz aniqlagan ko ‘pburchakli shakl chegarasini oz
tchiga olishi yoki olmasligi, yoki bo‘lmasa, chegaraning biror gis-
miniginag o‘z ichiga olisht mumkin ekan.

Agar ikki ko‘pburchakli shakllarning ichki gismlari umumiy nug-
talarga ega bo‘lmasa, ularni biri tkkinchisi ustiga tushmaydigan ko‘p-
burchakli shakllar deymiz.

Ta’rif. Agar Q ko ‘pburchakli shakl (7.2.5) ko‘rinishga ega bo‘lib,
Py requlyar to‘gri to ‘rtburchaklar o ‘zaro biri ikkinchisini ustiga tush-
masa, u holda bu shaklning yuzi (|Q| orqali belgilanadi) deb quyidagi
songa aytamiz:

QI = Y|Pl (7.2.6)
k=1

Bu ta’rifning korrektligi, ya'niuning (7.2.4) formulaga zid bo‘lmay,
() qay tarzda regulyar to‘g‘ri to‘rthurchaklarga bo‘linishiga bhog‘liq
emasligi, navbatdagi sodda tasdiglardan kelib chiqadi.

7.2.1 - tasdiq. Agar P regulyar to‘g‘ri to‘rtburchak quyidagi

P = PUP (727)

ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda Py va Pa biri tkkinchisi ustiga tush-
maydigan regulyar to‘g‘ri to‘rtburchaklar bo‘lsa, u holda

|P| = |P1| + | (7.2.8)

bo ‘ladi.

Isbot o‘z-0‘zidan ko‘rinib turibdi. Hagigatan, agar masalan, P; =
[a, h] x [c,d] va Py = [h,b] x [e,d] bo‘lsa, P = [a,b] x [¢,d] bo‘lib,
(7.2.7) tenglik bajariladi. Shunday ekan, (7.2.4) ta'rifga ko‘ra,

| P+ | 2| = (h—a)(d—c)+(b—h)(d—c) = (b—a)(d—c) = |P|. N
7.2.2 - tasdiq. Agar P regulyar to‘g‘ri to‘rtburchak quyidagi

P = PUP---UPF,
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ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda Pr o‘zaro birt ikkinchisi ustigo tush-
maydigan regulyar to‘g‘ri to‘rtburchaklar bo‘lsa, u holda

|P| = |P1| + |B] +- 4 |Py

bo‘ladi.

Isbot. Biz umumiylikni saqlagan holda, berilgan P regulyar
to‘g'ri to‘rtburchak ikki, vertikal va gorizontal, parallel to‘g‘ri chi-
ziglar ketma-ketligi yordamida P, larga bo‘lingan deb faraz qil-
ishimiz mumkin, chunki aks holda Py larni yanada kichikroq bo‘lak-
larga bo‘lib, talab gilingan ko‘rinishga keltira olamiz. Shunday ekan,
ishot 7.2.1 - tasdigni ketma-ket qo‘llashdan kelib chigadi.l

7.2.3 - tasdiq. Faraz gilaylik, QQ ko‘pburchakli shakl ikki xil
usulda ozaro biri ikkinchisini ustiga tushmaydigan regulyar to‘gri
to‘rtburchaklar birlashmasi bolib ifodalansin, ya’ni:

Q= PLUPy---UP,

va
Q = PlUP),---UP..

U holda quyidagi tenglik bajariladi:
|Pil 4+ |Po] +--- 4P|l = |P| + |P3) +---+]|P,].

Isbot. @ ko‘pburchakli shaklni yanada kichikroq o‘zaro biri
ikkinchisi ustiga tushmaydigan to‘g‘ri to‘rthburchaklarga shunday
bo‘lamizki, bunda Py va PJ'. to‘g'ri to‘rtburchaklardan har birini
hosil bo‘lgan mayda to‘g‘ri to‘rtburchaklar birlashmasi ko‘rinishida
tasvirlash mumkin bo‘lsin. Bundan so‘ng isbot 7.2.2 - tasdiqni qo‘l-
lash bilan yakunlanadi.ll

7.2.4 - tasdiq. Ko‘pburchakli shakl yuzining (7.2.6) ta’rift kor-
rektdir.

Isbot bevosita 7.2.3 - tasdigdan kelib chigadi.

Ko‘phurchakli shakl yuzining eng muhim xossalari quyidagilar-
dan iboratdir.
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1°. Musbatligi. Istalgan Q ko‘pburchakli shakl uchun quyidagi
tengsizlik o‘rinli:

Q| > 0.

20, Additivligi. Agar Q ko ‘pburchakli shakl biri ikkinchisi ustiga
tushmaydigan ikki Q1 va Qs ko‘pburchakli shakllar birlashmasidan
thorat bo‘lsa, ya’'ni

Q = Q1UQ2, QiNQ2 =0

bo‘lsa, u holda

QI = Q1] + Q2]

bo‘ladi.
3%, Monotonligi. Agar P ko‘pburchakli shakl Q ko ‘pburchakli
shakining qismay to‘plami bo‘lsa, ya’ni P C Q) bo‘lsa, u holda

1P| <1Q

bo‘ladi.

Endi biz tekislikdagi istalgan geometrik shaklning yuzini o‘rga-
nishga o‘tishimiz mumkin.

Ta’rif. R? tekislikning istalgan chegaralangan to‘plamini yasss
shakl deymiz.

Aytaylik, F yassi shakl va P biror ko‘pburchakli shakl bo‘lsin.
Agar P C F bo‘lsa, P ko‘pburchakli shaklni F shaklga ichki chizil-
gan deymiz. Aksincha, agar F C P bo‘lsa, P ko‘pburchakli shaklni
E shaklga tashqi chizilgan deymiz (7.6 va 7.7-rasmlar).

Ta’rif. Berilgan F yassi shaklning quyi yuzi |E|. deb bu shaklga
wchki chizilgan ko ‘pburchakl shakllar yuzlarining aniq yuqort chega-
rasiga aytiladi:

|E|. = sup |P|. (7.2.9)
PCFE
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7.6-rasm
Agar E shaklga birorta ham ko‘pburchakli shaklni ichki chizib
bo‘lmasa, |F|« = 0 deb qabul qilinadi.
Ta’rvif. Berilgan E yassi shaklning yuqori yuzi |E|* deb bu
shaklga tashqgi chizilgan ko ‘pburchakly shakllar yuzlarining aniq quyi
chegarasiga aytiladi:

EI* = inf |Q|. 7.2.1
Bl = jnf |Q| (7.2.10)

7.7-rasm
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Ta’rif. Agar yassi shaklning quyi yuzi yuqori yuzi bilan ustma-
ust tushsa, v kvadratlanuvchi deyilodi. Bunda

E| = |E|, = |BE|* (7.2.11)

son kvadratlanuvchi E shaklning yuzi deb ataladi.

7.2.2 - teorema. Berilgan E yassi shaklning kvadratlanuvchi
bo‘lishi uchun ixtiyoriy € > 0 son olganda ham unga ichki va tashqi
chizilgan shunday mos ravishda P va @ ko ‘pburchakli shakllar topi-
lib, wlarning yuzlari

Q] — |P| < ¢ (7.2.12)

shartni qanoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Isbot. 1. Agar F yassi shakl kvadratlanuvchi bo‘lsa, ta’rifga
ko‘ra, istalgan £ > 0 uchun shunday ichki chizilgan P va tashqi
chizilgan @ ko‘pburchakli shakllar topiladiki, ular

£ £
P> 1B -5, |Ql<|Bl+2

tengsizliklarni gqanoatlantiradi. Ravshanki, bundan (7.2.12) tengsiz-
lik kelib chigadi.

2. Agar (7.2.12) shart bajarilsa, u holda quyi va yuqori yuzalar
uchun quyidagi

Pl < |El. < [B]" < |Q|
0‘z-0‘zidan ko‘rinib turgan tengsizliklardan
B — Bl < e

munosabatni olamiz.

Bu tengsizlikdan, ¢ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra, yuqori va
quyi yuzlarning ustma-ust tushishi kelib chigadi. Demak, £ shakl
kvadratlanuvchi bo‘lar ekan.ll

Natija. Berilgan E yassi shakining kvadratlanuvchi bo lishi uchun
uni chegarasining yuzi nolga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.
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Hagigatan, agar P shakl ¥ ga ichki chizilgan ochiq ko‘pburchakli
shakl bo‘lib, @) esa I ga tashqi chizilgan yopiq ko‘pburchakli shakl
bo‘lsa, u holda

S = Q\P ={McQ : M¢ P}

to‘plam, ravshanki, F chegarani o‘z ichiga oluvchi yopiq ko‘pburchakli
shakl bo‘ladi. Bundan tashqari,

S| = 1@l — [P

tenglik o‘rinli. Demak, (7.2.12) shart chegaraning |0F|* tashqi yuzi
nolga tengligini anglatadi. Bundan chiqdi, |0F]| = 0 ekan.

Endi egri chiziqli trapetsiya deb ataluvchi shakllar yuzini o‘rga-
nishga o‘tamiz.

Ta’rvif. Agar [ funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib, manfiy
bo‘lmasa,

T = {(z,y) €R? : z€la,b, 0<y<fla)} (7.2.13)
ko ‘rinishdagi to‘plamni egri chiziqli trapetsiya deb ataymiz (7.8-rasm).

F 3

¥

0 a b.\’

7.8-rasm

7.2.3 - teorema. (7.2.13) egri chiziqli trapetsiya kvadratlanuv-
chi bo‘lib,uning yuzi quyidagicha aniglanadi:

b
7| - / (@) da. (7.2.14)
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Isbot. 6.5.3 - teoremaga ko‘ra, f funksiya [a, b] kesmada uzluk-
siz bo‘lgani sababli u shu kesmada integrallanuvchidir. Endi 6 -
paragrafdagi 7 - jumlaga asosan, istalgan £ > 0 olganda ham [a, b]
kesmaning shunday P bo‘linishi topiladiki, unga mos Darbuning
yugori va quyi yig‘indilari quyidagi:

Sp(f) — sp(f) < ¢ (7.2.15)

shartni qanoatlantiradi.

Shuni gayd etamizki, Darbuning sp(f) quyi yig‘indisi egri chi-
zigli trapetsiyaga ichki chizilgan ko‘pburchakli shakl yuziga teng
bo‘lib, Darbuning Sp(f) yuqori yig‘indisi egri chizigli trapetsiyaga
tashqi chizilgan ko‘pburchakli shakl yuziga teng bo‘ladi. Shunday
ekan, (7.2.15) shart, 7.2.2 - teoremaga ko‘ra, T" egri chiziqli trapet-
sivaning kvadratlanuvchi ekanini anglatadi. Bundan tashqari, istal-
gan P bo‘linish uchun quyidagi tengsizliklar bajariladi:

sp(f) <[T] < Sp(f).

Bu tengsizliklar va (7.2.15) shart birgalikda Darbuning quyi va
yuqori integrallari o‘zaro ustma-ust tushib, |7’ ga tengligini ko‘rsata-
di. Shunday ekan, 6.4.2 - teoremadan talab gilingan (7.2.14) tenglik
kelib chigadi.l

1 - natija. Agar f va g funksiyalar [a,b] kesmada uzluksiz bo lib,
g(x) < f@), a<a<h,
tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda

E o= {(z,y) : v€la,b], gl@)<y< [fla)}
yasst shakl kvadratlanuvchi bo‘lib,uning yuzi

b

E| = / (@) - g(@)] da (7.2.16)

a

ga teng bo‘ladi (7.9-rasm).
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7.9-rasm
2 - natija (Kaval‘eri prinsipi). Faraz qilaylik,

By = {(z,y) : 2€a,b], gi(e) <y< @)}
Ey = {(z,y) : 2 €a,b], g2(x) <y < fol2)}
bo‘lsin. Agar
fil@) —g1(z) = folz) — g2(®), a <z <),

bo‘lsa, |F1| = |Ea| bo‘ladi.
7.2.1 - misol. Quyidagi doiraning yuzi topilsin:

K(r) = {(x,y) e R? : 2 +y* <17},
Ravshanki, bu tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

K(r)y={(z,y) eR?: —r<a<r, —/r2—22<y<+/r2—22}.

Shuning uchun, (7.2.16) formuladan foydalansak,

r

| K(r)] /[\/r2—x2+\/r2—x2]dx

=
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hosil ho‘ladi.
Endi 2 = rsint trigonometrik almashtirishni qo‘llasak,

r w/2
|K(r)] = 2/ V2 — a2 de = 2r? / V1 —sin?t costdt =
=T —/2
w/2
— 272 / cos? tdt
—7/2
munosabatni olamiz.
Demak,
1 t=m/2
|K(r)| =r? {t + —sin 215} = 7rl. (7.2.17)
2 t=—m/2

§ 7.3. Jism hajmi

Ushbu paragrafda biz uch o‘lchovli fazodagi aylanma jismlar deb
ataluvchi maxsus to‘plamlarning hajmini hisoblash bilan cheklana-
miz.

Uch o‘lchovli R? fazo deganda u = (z,v, 2) haqiqiy sonlar uch-
ligining tartiblangan to‘plami tushuniladi. Bunda u ni R? fazoning
nuqtasi va x,y hamda z sonlarni % nuqtaning koordinatalari deyi-
shadi. Yana x - absissa, y - ordinata z esa applikata deb ham ataladi.

Agar biror koordinatani tayinlab qo‘ysak, masalan, x = zy de-
sak, u holda (xo,y, z) ko‘rinishdagi nuqtalar Ox o‘qiga perpendikul-
var bo‘lib, uni x = x¢ nuqtada kesadigan quyidagi tekislikni tashkil
qiladi:

P(zo) = {(z0,y,2), y€R, z€R} (7.3.1)

Boshga koordinatalar o‘qlariga perpendikulyar tekisliklar ham
xuddi shunga o‘xshash kiritiladi. Bu tekisliklar bilan chegaralan-
gan eng sodda shakl bu yopiq parallelepiped bo‘lib, u quyidagi
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ko‘rinishga ega:

F={(z,9,2) €R® : ey <x<ay, b <y<by, c1<z<e)},
(7.3.2)
bu yerda ay, as, b1, b2, c1,co lar a; < ag, by < bs va ¢1 < ¢2 shartlarni
qanoatlantiruvchi ixtiyoriy haqiqiy sonlardir.
Shunga o‘xshash,

G={(x,y,2) €ER® : ay <x<ay, b <y<by, c<z<c)}
(7.3.3)
to‘plam ochiq parallelepiped deyiladi.
Faraz qilaylik, b = (by, bo, b3) nuqta R? fazoning ixtiyoriy nug-
tasi bo‘lsin. Istalgan £ > 0 uchun b nuqtaning s-atrofi deb radiusi &
ga teng bo‘lib, markazi b nuqtada bo‘lgan sharga, ya’ni

|£E — b| E\/(:81—bl)2+($2—52)2+($3—53)2<€

shartni qanoatlantiruvchi barcha x = (1, %2,23) € R® nugtalar
to‘plamiga aytamiz.

Ta’rif. R? fazoning ixtiyoriy E qismiy to‘plami berilgan bo‘lsin.
Agar b € R? nugtaning iztiyoriy e-atrofida E to‘plamga ham te-
gishli bo‘lgan, ham tegishli bo‘lmagan nuqgtalar topilsa, b nuqta E
to‘plamning chegaraviy nuqtasi deyiladi.

Chegaraviy nuqgtalar to‘plami I to‘plamning chegarasi deyiladi
va odatda dF simvol orqali belgilanadi.

Ta’rvif. Agar F to‘plam o‘zining barcha chegaraviy nuqgtalarini
o'z ichiga olsa, u yopiq to‘plam deyilads.

Masalan, (7.3.2) parallelepiped yopiq to‘plamdir.

Ta’rif. Agar G to‘plam birorta ham chegaraviy nugtasing o‘z
ichiga olmasa, u ochiq to‘plam deyilads.

Masalan, (7.3.3) parallelepiped ochiq to‘plamdir.

Yopiq F' parallelepipedning ham, ochiq G parallelepipedning
ham chegarasi quyidagi to‘plamdan iborat:

0G=0F =F\G = {(x,y,2) € F : (z,y,2) ¢ G}.

Har qanday parallelepipedning chegarasi yogq deb ataluvchi to‘g‘ri
to‘rtburchaklardan iboratdir.
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Biz (7.3.2) ko‘rinishdagi to‘plamni regulyar parallelepiped dey-
miz. Boshqacha aytganda, regulyar parallelepiped deganda biz
yoqlari koordinatalar o‘qlariga perpendikulyar bo ‘lgan ixtiyoriy yopiq
parallelepipednt tushunamiz.

Ta’rif. (7.3.2) ko‘rinishdagi regulyar parallelepipedning hajmi
deb quyidagi songa aytamiz:

|F| = (a2 — al) . (bg — bl) . (CQ — Cl). (7.3.4)

Ravshanki, istalgan regulyar parallelepipedning hajmi musbat
son bho‘ladi.

Ta’rif. Chekli sondagi Pr yopiq requlyar parallelepipedlarning
birlashmasini, ya’'ni

F=PUPU --UP, (7.3.5)

to‘plamni yopiq ko‘pyoqli jism deb ataymiz.

Yopiq ko‘pyoqgli F' jismdanuning barcha chegaraviy nuqtalarini
olib tashlash natijasida hosil bo‘lgan G to‘plamga ochiq ko ‘pyoqli
jism deyiladi, ya’ni

G = F \ OF.

Nihoyat, agar biror £ C R? to‘plam uchun shunday G ochiq
ko‘pyoqli jism topilsaki,uning uchun

G C E C (GUOG)

munosabat bajarilsa, /£ to‘plamni ko ‘pyoqli jism deymiz. Bunda GG
to‘plam F ko‘pyoqli jismning ichki gismi deb ataladi.

Shunday qilib, biz aniqlagan ko ‘pyoqli jism chegarasini o‘z ichiga
olishi yoki olmasligt, yoki bo‘lmasa chegaraning biror gisminigina oz
tchiga olishi mumkin ekan.

Agar ikki ko‘pyoqli jismlarning ichki gismlari umumiy nugta-
larga ega bo‘lmasa, biz bu jismlarni biri ikkinchisini ustiga tush-
maydi deymiz.

Ta’rif. Agar Q ko‘pyoqli jism (7.3.5) ko‘rinishga ega bo‘lib, Py
regulyar parallelepipedlor o‘zaro birt ikkinchisining ustiga tushmasa,
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u holda bu jismning hajmi (|Q| orqali belgilanadi) deb quyidagi
songa aytiladi:

QL = D IFxl- (7.3.6)
k=1

Bu ta'rifning korrektligi xuddi ko‘pburchakli shakl yuzi ta’rifining
korrektligi kabi ko‘rsatiladi.

Quyi va yuqori yuzalar tushunchalari singari quyi va yuqori
hajmlar tushunchalari kiritiladi.

Faraz qilaylik, B uch o‘lchovli R? fazoning chegaralangan to‘plami
bo‘lsin. Bunday to‘plamni bundan buyon jism deb ataymiz. Jismga
ichki va tashqi chizilgan ko‘pyoqli jismlar tushunchalari xuddi ichki
va tashqi chizilgan ko‘pburchaklar singari aniglanadi.

Ta’rif. Berilgan B jismning quyi hajmi |B|. deb B ga ichki
chizilgan P ko‘pyoqli jismlar hajmlarining aniq yuqori chegarasiga
aytiladi:

|Bl« = sup |P].
PCB

Agar B jism ichiga birorta ham ko‘pyoqli jism chizilmasa, | B, =
0 deb gabul qilinadi.

Ta’rif. Berilgan B jismning yuqori hajmi |B|* deb B ga tashqi
chizilgan Q ko ‘pyoqli jismlar hagmlarining aniq quyi chegarasigo ayti-
ladi:

Bl* = inf .
B~ it |Q

Ta’rif. Berilgan B jismning quyi hajmi uning yuqori hajmiga

teng bo‘lsa, bu jism kublanuvchi deyilodi. Bunda

|Bl = |Blx = |B["

son kublanuvchi E jismning hajmi deb ataladi.

7.3.1 - teorema. Berilgan B jismning kublanuvchi bo lishi uchun
istalgan £ > 0 son olganda ham unga ichki va tashqi chizilgan shun-
day mos ravishda P va Q ko‘pyoqli jismlar topilib, ularning hajmlari

Q| — |P| < e (7.3.7)
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shartni qanoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Bu teoremaning isboti xuddi 7.2.2 - teorema isbotidek olib bo-
riladi.

Shuni aytish kerakki, jismlar hajmining umumiy nazariyasi kar-
rali integrallar nazariyasida rivojlantiriladi. Shuning uchun, biz bu
yverda hajmlarni fagat maxsus hollarda oddiy Riman integralidan
foydalanib hisoblash usullari bilan tanishamiz.

Faraz gilaylik, P(a) va P(b) tekisliklar Oz o‘qiga perpendikulyar
bo‘lib, bu o‘gqni mos ravishda a va b nuqtalarda kessin. Bundan
tashqari, B C R?® yuqoridagi tekisliklar orasida joylashgan biror
jism bo‘lsin. U holda B(x) simvol orqali B jismning P(z) tekislik
bilan kesishmasini belgilaymiz, ya’ni

B(x) = BnP(x).

B(x) ni ba’zan kesim deb ham atashadi. Ravshanki, har bir kesim
vassi shakl bo‘ladi.

Har bir € [a,b] uchun B(z) kesim kvadratlanuvchi bo‘lsin
deylik va S(z) simvol bilan bu shakl yuzini belgilaylik, ya'ni (7.10-
rasm)

S(x) = [B(@)|.

Navbatdagi teorema jism hajmini hisoblashni biror kesmaga per-
pendikulyar bo‘lgan ko‘ndalang kesimlar yuzidan shu kesma bo‘yicha
olingan integralni hisoblashga olib keladi.

7.3.2 - teorema. (Kaval‘eri prinsipi). Faraz qilaylik, B ikki
P(a) va P(b) tekisliklar orasida joylashgan jism bo‘lib, B jismni
P(x) tekislik bilan kesimining S(x) yuzi [a, b] kesmada integrallanuv-
chi funksiya bo‘lsin. U holda B jismning | B| hajmi uchun quyidagi
formula o‘rinli:

b
Bl — / S(x) da. (7.3.8)
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7.10-rasm

Isbot odatda karrali integrallar nazariyasi deb ataluvchi bo‘lim-
da keltiriladi. Bu ishot karrali integralni takroriy integralga keltirish
haqgidagi teoremani B jismning xarakteristik funksiyasiga qo‘llashga
asoslanadi.

Biz bu teoremadan aylanma jismlarning hajmlarini hisoblash
uchun foydalanamiz. Aylanma jismlar deganda biz egri chizigli trapet-
siyaning abssissalar o‘qi atrofida aylanishi natijasida hosil bo‘lgan
shaklni tushunamiz.

Shunday qilib, agar f funksiya [a,b] kesmada manfiy bo‘lmasa,
B aylanma jism deb quyidagi to‘plamga aytamiz:

B = {(x,y,2) €R® : xelab], v*+2%2<fx)}. (7.3.9)

Ravshanki, bu jism (7.2.13) egri chiziqli trapetsiyani Ox o‘qi atrofi-
da aylantirishdan hosil bo‘ladi.

7.3.3 - teorema. Agar f funksiya |a,b|] kesmada manfiy bo‘l-
magan integrallanuvchi funksiya bo‘lib, B (7.3.9) ko‘rinishdagi ay-
lanma jism bo‘lsa, u holda B jism hajmi |B| uchun quyidagi formula
o‘rinli:

b
1B ﬂ/ﬁ(x) - (7.3.10)
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Isbot. Kaval‘eri prinsipidan foydalanamiz. P(z) yuqorida anig-
langan tekislik bo‘lsin. B(x) orqali B jismni shu tekislik bilan kesish
natijasida hosil bo‘lgan kesimini belgilaylik. Bu kesimning radiusi
f(x) ga teng bo‘lgan doiradan iboratligi bevosita (7.3.9) ta’rifdan
kelib chigadi. Shuning uchun, bu kesimning S(x) yuzi

S(x) = mfi(x) (7.3.11)

ga teng bo‘ladi.

Shartga ko‘ra f(x) funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchidir.
Shunday ekan, 6.4.4 - teoremaga ko‘ra, f?(x) funksiya ham va de-
mak, S(x) funksiya ham [a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘ladi. De-
mak, biz (7.3.8) formulani qo‘llashimiz mumkin. Bu formuladan,
(7.3.11) tenglikni hisobga olsak, talab qilingan (7.3.10) munosabat-
ni olamiz. M

7.3.1 - misol. Radiusi R ga teng bo‘lgan

B(R) = {(x,y,2) €R® : 2® +¢y* +2* < R*}

sharning hajmini toping.
Ravshanki, bu shar, agar

f(x) = VR?2—22 —R<uxz<R,

deb olsak, (7.3.9) ko‘rinishdagi aylanma jism bo‘ladi.
Shuning uchun, (7.3.10) formulaga ko‘ra,

4
|B(R)| = gﬂR?’.

Shuni qayd etamizki, (7.3.10) formulani aylanma jism chegaralanmagan
bo‘lgan holda ham qo‘llash mumkin. Bunda bu jism hajmi deganda
biz unga yaqinlashuvchi chegaralangan jismlar hajmlarining limitini
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tushunamiz. Albatta, bu holda xosmas integrallarni qarashga to‘g‘ri
keladi.
7.3.2 - misol. Quyidagi

funksiya grafigining abssissalar o‘qi atrofida aylanishi natijasida hosil
bo‘lgan B jismning hajmini hisoblang.

Avval (7.3.10) formuladan 1 < 2 < b kesmada foydalanamiz.
So‘ngra, bu formulada b — 4-o0 deb limitga o‘tsak,

—+o0

—+o0
1B ﬂ/ﬁ(x)dxﬂ/;l—fdxﬂ
1

1

tenglikni olamiz.

§ 7.4. Aylanma sirt yuzi

Ushbu paragrafda biz aylanma jismlarini chegaralovchi sirtlarni-
gina o‘rganish bilan cheklanamiz.

Uch o‘lchovli fazoda Oz o‘qi atrofida o = f(x1) funksiya grafi-
gi aylanishi natijasida hosil bo‘lgan S sirtni garaymiz. Qat’iyroq
aytganda, bu sirtni quyidagicha ta’riflaymiz: f berilgan [a, b] kesma-
da manfiy bo‘lmagan funksiya bo‘lsin. S aylanma sirt deb fazoning
quyidagi ko‘rinishdagi to‘plamiga aytamiz:

S = {(xy,29,23) € R® : 22+ 22 = f3(x1), a <2y < b}

Aylanma sirtga muhim misol sifatida kesik konus sirtni olishimiz
mumkin. Bu sirt kesmaning, aniqrog‘i, f(x1) = ka1 + ¢ chizigli
funksiya grafigining aylanishi natijasida hosil bo‘ladi, ya’'ni

K = {(x1,22,23) € R* : 23 + 22 = (kay +¢)%, a <2 <b}.
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Ma’lumki, bu kesik konus yon sirtining yuzi sodda ko‘rinishga
ega:
|K| = 2mrl, (7.4.1)

bu yerda r — konusni asoslari radiuslarining o‘rta arifmetigi, [ esa
konus yasovchisining uzunligidir.

Ixtiyoriy P = {a = 0 < 21 < ... < &p = b} bo‘linishni olaylik.
Bu hoflinishga mos kelgan har bir

L = {(x,y) €ER? t 2 =, 0<y < flap)}, k=0,1,..,m,

kesmaning abssissalar o‘qi atrofida aylanishidan aylana hosil bo‘ladi.
Shu aylanalardan ikki ketma-ket kelganini asos qilib S}, kesik konus-
larni yasaymiz. Nihoyat, mana shu kesik konuslardan tashkil topgan
aylanma sirtni S(P) orqali belgilaymiz.

Har bir S kesik konus yon sirtining yuzi |Sg|, (7.4.1) ga ko‘ra,
quyidagi formula bilan aniqlanadi:

Te—1) + f(@
sul = 2O IO R S ) — Fm P
Faraz qilaylik, f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz differensial-
lanuvchi bo‘lsin. U holda, Lagranj formulasiga ko‘ra, shunday & €
(rr_1,2,) son topiladiki, u uchun

5 — 2Lt LI TGP Aa

tenglik bajariladi.

Kantor teoremasiga asosan f funksiya [a, b] kesmada tekis uzluk-
sizdir. Shu sababli, ixtiyoriy £ > 0 olganda ham P bo‘linish dia-
metrini shunday kichik tanlash mumkinki, har bir gismiy kesmada

S@e—1) + f(zg)
2

= fl&) + ar

tenglikka ega bo‘lamiz, bu yerda |ax| < £. Shunday ekan, o‘rganila-
yotgan S(P) aylanma sirtning yuzi uchun
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1S(P)] = 2m Y [f(&) + ] VT [J'(E)]? Auy,
k=1

tenglikni olamiz.
Demak,

n

IS(P)] = 27 f(&)V1+ [['(&)]? Ak + O(e).

k=1

Agar S aylanma sirt yuzini P bo‘linish diametri nolga intil-
gandagi S(P) sirtlar yuzlarining limitiga teng deb aniqlasak, oxirgi
tenglikdan

b
S| — 27r/f(:v)\/1+|f’(x)|2d:v (7.4.1)

formulani olamiz.
7.4.1 - misol. Abssissa o‘qi atrofida

fl@) = =, 1<x<bh b>1,

funksiya grafigi aylanishi natijasida hosil bo‘lgan S(b) sirt yuzini
toping.
Agar (7.4.1) formuladan foydalansak,

b

b
1S®)| 27r/f(m)\/1+|f’(x)|2dm27r/é 1+%dm
1

1

tenglikka ega bo‘lamiz.
Bundan qaralayotgan sirt yuzi uchun quyidagi bahoni olamiz

b b
S| 27r/1,/1+i4dx > 27r/d—m ~oninb.
X X X
1

1
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Demak, b — 400 da |S(b)| = 400 bo‘lar ekan.

Shuni aytish kerakki, qaralayotgan sirt yuzi cheksiz bo‘lishiga
garamasdan, u chegaralagan jism, 7.3.2 - misolga ko‘ra, chekli hajm-
ga egadir. Xususan, bu sirt chegaralagan <idishga> uch litrdan biroz
ko‘proq (V = m) bo‘yoq solish mumkin bo‘lib, bunda bu «idish>
to‘ladi. Ammo xuddi shu «idish> sirtini bo‘yash uchun esa, gqancha
ko‘p bo‘yoq bo‘lsa ham yetmaydi.

§ 7.5. Misollar

1 - misol. Quyidagi

2
y:g\/a2+m2+%ln(m+\/a2+m2), 0<x<1,

funksiya grafigining uzunligini toping.

Ko‘rsatma. (7.1.4) formulani qo‘llang. Hosil bo‘lgan integralda
x = bsh{ giperbolik almashtirishni bajaring.

2 - misol. Quyidagi

funksiya grafigi uzunligini toping.
Ko‘rsatma. (7.1.4) formulani qo‘llang.
3 - misol. Quyidagi

y=2% 0<z<a,

funksiya grafigi uzunligini toping.
Ko‘rsatma. (7.1.4) formulani qo‘llang.
4 - misol. Quyidagi

9 9
T = gcos?’t, Yy = Zsin?’t

parametrik ko‘rinishda berilgan yopiq egri chiziq uzunligini toping.
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Ko‘rsatma. (7.1.7) formulani qo‘llang.
5 - misol. Quyidagi

1 1
T = g(t —sint), y = g(t—COSt), 0<z <2,

parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq uzunligini toping.
Ko‘rsatma. (7.1.7) formulani qo‘llang.
6 - misol. Quyidagi

y=22% xty=2

egri chiziglar bilan chegaralangan soha yuzini toping.
Ko‘rsatma. (7.2.16) formulani qo‘llang.
7 - misol. Ushbu

ellips yuzini toping.
Ko‘rsatma. (7.2.16) formulani qo‘llang.
8 - misol. Ushbu
2 2 2
x oy z
2rpta!
ellipsoid hilan chegaralangan jism hajmini hisoblang.
Kof‘rsatma. (7.3.8) formulani qo‘llang.
9 - misol. Quyidagi

y=sinz, y=0, 0< 2z <7,

egri chiziglarning Oy o‘qi atrofida aylanishi natijasida hosil bo‘lgan
sirt chegaralagan jism hajmini toping.

Kof‘rsatma. (7.3.10) formuladan foydalaning.

10 - misol. Quyidagi

7r
y=cosz, |o] <3,

funksiya grafigining Ox o‘qi atrofida aylanishi natijasida hosil bo‘lgan
sirt yuzini toping.
Ko‘rsatma. (7.4.1) formulani qo‘llang.



VIII Bob. Tenglamalar ildizlarini va aniq
integrallarni hisoblashning taqribiy usullari

§ 8.1. Tenglamalar ildizlarini hisoblashning taqribiy
usullari

Bu paragrafda biz funksiya ildizlarini va uning ekstremumlari-
ni taqribiy hisoblash usullarini ko‘rib chigamiz. Biz o‘rganadigan
barcha usullarda berilgan funksiyalarni uzluksiz deb hisoblaymiz.

Shunday qilib, f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lib, f(a) <
0 va f(b) > 0 shartlarni qanoatlantirsin. U holda, 3.5.1 - lemmaga
ko‘ra, (a, b) intervalda shunday ¢ nuqta topiladiki, u uchun f(c) =0
tenglik bajariladi, ya’ni ¢ soni quyidagi

flx) =0 (8.1.1)

tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Demak, f funksiyaga qo‘yilgan shartlar ¢ ildizning mavjudligi-
ni ta‘minlar ekan. Endi biz mana shu ildizning qgiymatini avvaldan
berilgan istalgan aniqlikda hisoblash bilan shug‘ullanamiz.

Dastavval biz (8.1.1) tenglama ildizini taqribiy hisoblashning
<vilka usuli» deb nomlanadigan eng sodda usul bilan tanishamiz.

1.”Vilka” usuli. Bu usulga asos qilib 3.5.1 - lemma ishoti-
da foydalanilgan jarayon olingan. Ushbu lemmada biror kesmaning
chekkalarida turli ishoraga ega bo‘lgan uzluksiz funksiya grafigi ab-
ssissalar o‘qini kesib o‘tishi isbotlangan edi. Ishotda qo‘llangan jara-
yon esa kesmani teng ikki bo‘lakka bo‘lib, ulardan gaysi birining
chekkalarida funksiya turli ishoraga ega bo‘lsa, kesmaning o‘sha qis-
mini tanlashdan iborat edi.
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Yuqorida qayd qilinganidek, f funksiya [a,b] kesmada uzluk-
siz bo‘lib, f(a) < 0 va f(b) > 0 shartlarni qanoatlantirsin. (8.1.1)
tenglama ildizini topish magqsadida

b—a
2k

hy, = (8.1.2)

belgilash kiritib, xj rekurrent ketma-ketlikni quyidagicha aniglaymiz:
Lo =a (8.1.3)
va k > 0 lar uchun

2 + hiy1, agar  f(axg) <0 bo'lsa,
Lht1 — (814)
xp — hgy1, agar  f(xg) >0 boflsa.

a+b

b—a
Ravshanki, h1 = va shuning uchun z; = 5

Shunday qilib, berilgan f funksiyaning ildizini topish jarayoni
ketma-ket f(xy) giymatlarni hisoblashdan iborat ekan. Agar bordi-
yu biror natural £ uchun f(xx) = 0 tenglik bajarilsa, biz 2 nuqtani
gidirilayotgan ildiz deb e’lon qilib, jarayonni tugatamiz. Shuning
uchun, bundan buyon f(xg) # 0 deb faraz gilamiz.

8.1.1 - tasdiq. (8.1.2)-(8.1.4) tengliklar bilan aniglangan xj
ketma-ketlik wchun

flxr — hg) <0, flxg + hg) >0 (8.1.5)

shartlar o‘rinlidir.

Isbot oddiy bo‘lib, u matematik induksiya usuli bilan olib bo-
riladi.

8.1.2 - tasdiq. (8.1.2)-(8.1.4) tengliklar bilan aniglangan xj
ketma-ketlik (8.1.1) tenglamaning biror ¢ ildiziga yaqinlashadi va
bunda quyidagi baho bajariladi:

(b—a)

|xy, —c| < . (8.1.6)

27’L
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Isbot. (8.1.2) va (8.1.4) tengliklardan

P P
|$n+p_mn| < Z |5En+k _mn+k—1| - Z hn+k -
k=1 k=1
& b—a) (b—a) K1 (b—a)
P T el D D S
k=1 k=1

bahoni olamiz.
Demalk, ixtiyoriy natural n va p lar uchun

(b—a)

= (8.1.7)

|[Zntp — @n| <
baho bajarilar ekan.

Hosil bo‘lgan (8.1.7) baho {z,} ketma-ketlikning Koshi ketma-
ketligi ekanini anglatadi va shuning uchun, bu ketma-ketlik biror ¢
songa vaginlashadi.

Agar (8.1.5) tengsizliklarni hisobga olsak, bevosita f funksiya-
ning uzluksizligidan f(¢) = 0 tenglikni olamiz, ya'ni bu = ¢ son
(8.1.1) tenglamaning ildizi bo‘lar ekan.

Nihoyat, agar (8.1.7) bahoda p — oo da limitga o‘tsak, talab
gilingan (8.1.6) bahoga ega bo‘lamiz.l

Eslatma. Yuqorida f funksiyaga qo‘yilgan (8.1.1) shart tengla-
maning kamida bitta ildizi borligini ta‘minlaydi. Albatta bunda
(a,b) intervalda bir nechta ildiz bo‘lgan hol va hattoki, cheksiz
sondagi ildizlar bo‘lgan hol ham inkor gilinmaydi. Masalan, [—2, 2]
kesmada

fx) =22 —|z+ 1|+ |z — 1] (8.1.8)

funksiya uzluksiz bo‘lib,
f(=2)=-2<0, f(2)=2>0

shartlarni qanoatlantiradi.
3.5.1 - lemmaga ko‘ra, bu shartlardan (—2, 2) interval ichida f
funksiyaning ildizi mavjudligi kelib chiqadi. Ammo bu funksiyaning
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aniglanishidan —1 < 2 < 1 kesmaning har bir  nuqtasiuning ildizi
ekanligi ko‘rinib turibdi. Bundan chiqdi, (8.1.8) funksiya cheksiz
ko‘p ildizlarga ega ekan. Yuqorida ko‘rilgan ”vilka” usuli esa bu
ildizlardan faqgat bittasini, chunonchi, ¢ = 0 ildizni topish usulini
beradi.

2. Vatarlar usuli. Mazkur bandda biz vatarlar usulini ko‘rib
chigamiz. ” Vilka” usulidan farqli o‘laroq vatarlar usulida biz f funk-
siyaning [a, b] kesmada uzluksizligidan tashqari,uning (a,b) inter-
valda qo‘shimcha ravishda differensiallanuvchi bo‘lishini ham talab
qilamiz. Bunda funksiya grafigi vatari deb grafikni ixtiyoriy ikki
nuqtasini birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasiga aytiladi.

Vatarlar usulidagi ildizning aniglangan taqribiy giymatidan yan-
gi taqribiy giymatiga o‘tish g‘oyasi quyidagidan iborat. Aytaylik, xq
yuqoridagi (8.1.1) tenglama ildizining avvalgi qadamda aniglangan
taqribiy qiymati bo‘lsin. Agar f funksiya grafigining (xg, f(x0)) va
(b, f(b)) nugtalarini birlashtiruvchi vatar abssissalar o‘qini 21 nuqta-
da kessa, mana shu 1 son (8.1.1) tenglama ildizining yangi taqribiy
qiymati deb olinadi.

Agar zp izlanayotgan ¢ ildizning taqribiy giymati bo‘lsa, keyin-
gi k41 taqribiy qiymat uchun formulani aniglaylik. Buning uchun
grafikning (xg, f(xx)) va (b, f(b)) koordinatalik nuqgtalaridan o‘tuv-
chi to‘g‘ri chiziqning tenglamasini, ya’'ni

fO) = flww)

—— (x —xp) (8.1.9)

y(a) = flaw) +
tenglamani garaymiz.
Qayd qilganimizdek, 241 son y(x) = 0 tenglamani ildizi bo‘lishi
kerak. Demak,

F0) = flaw)

0= flax) + —

(Xp41 — k)

va bundan chiqdi,

Tpt1 = Tk — mf(wk)- (8.1.10)
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Mazkur rekurrent formula (8.1.1) tenglama ildizini taqribiy hisob-
lashning vatarlar usuli ketma-ketligini aniglaydi. Bunda boshlang‘ich
yaginlashish sifatida

To = a (8.1.11)

nugtani olishimiz mumkin.

Agar f funksiyaning [a, b| kesmadagi hosilasi mushat va o‘suvchi
bo‘lsa, yuqoridagi ketma-ketlik korrekt aniglanganligiga, va’ni xyp
nuqtalardan birortasi ham [a, b] kesmadan tashqariga chigmasligiga
ishonch hosil gilamiz.

8.1.3 - tasdiq. Berilgan [ funksiya |a,b] kesmada differensial-
lanuwvchi bo‘libyuning f'(x) hosilasi shu kesmada o‘suvchi bo‘lsin. U
holda istalgan xo € |a, b] nugta uchun

RAC Rl 1620)

8.1.12
pra— ( )

ayirmali nisbat x ning funksiyast sifatida x > xo da o‘suvchi bo ladi.

Isbot. Har qanday h > 0 uchun x ni x+h ga o‘zgartirganimizda
(8.1.12) ayirmali nisbat qiymatining kamaymasligini ko‘rsatish yetar-
li. Buning uchun Lagranj formulasidan foydalanamiz. Bu formulaga
asosan, shunday & € (x, ) nuqta topiladiki, u uchun

fx) = flxo) = f1(€)(x —x0), w0 <& <, (8.1.13)
tenglik bajariladi.
Shunga o‘xshash, i > 0 uchun shunday & € (x,x + h) nuqta
topiladiki,
f@+h) = flx) = [[(&)h, x<&<azth, (8.1.14)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Shunday ekan, (8.1.13) va (8.1.14) tengliklarga ko‘ra,

f@+h) = flzo) = [f(x+h) = f(@)] + [f(@) — f(20)] =
= fl(&)h+ f'(&)(x — x0).
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Endi f/(x) hosila o‘suvchi ekanini qayd qilsak, & > & bo‘lgani
uchun f/'(&1) < f/'(&) tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak,

J(@ 4+ h) = fxo) = f'(E)h + ['(&)(x —x0) = /(&) (@ + h — o).
Bu tengsizlikdan, (8.1.13) ga ko‘ra, talab qilingan natijani, ya’ni

Jlth) = flxo) F(6) = f@) — f(xo)

x+h—29 T — X

munosabatni olamiz.l
Navbatdagi tasdigda (8.1.10)-(8.1.11) tengliklar bilan aniqlan-
gan {rr} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lib, yuqoridan (8.1.1) tenglama-
ning izlanayotgan x = ¢ ildizi bilan chegaralangan ekanini ko‘rsatamiz.
8.1.4 - tasdiq. Berilgan [ funksiya |a,b] kesmada differensial-
lanuvchi bo ‘lib,

fla) <0, fb)>0, fl(r)>0, a<x<bh, (8.1.15)

shartlarni qanoatlantirsin. Bundan tashqari, f'(x) hosila [a, b] kesma-
da o‘suvchi bo‘lsin.

U holda (8.1.10)-(8.1.11) tengliklar bilan aniglangan xi ketma-
ketlik o‘suvchi bo‘lib,uning barcha hadlar:

e < ¢ (8.1.16)

bahoni qanoatlantiradi.

Isbot. Matematik induksiya usulidan foydalanamiz. Buning uchun,
shartga ko‘ra 29 = a < ¢ boflgani sababli, a < 2 < ¢ deb faraz
qilib, zp < zr41 < e qo'sh tengsizlikni isbotlash yetarlidir.

Ma’lumki, f(¢) = 0. Shuning uchun (8.1.10) tenglikni quyidagicha
yozish mumkin:

b— T
f0) = f(@r)

Bu tenglikka ko‘ra, agar xp = ¢ bo‘lsa, xr+1 = ¢ ekani kelib
chigadi. Ya'ni isbot qilinishi talab gilingan xj < xpy; < c tengsizlik

[f(c) = f(@)]. (8.1.17)

Tl = Tk +
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bajarilar ekan. Shu sababli bundan buyon a < zp < ¢ deb faraz
gilamiz.
Sodda almashtirishlar yordamida (8.1.17) tenglikni

(b—ap)  [flo) = flaw)

c—xpp1 = (c—ag) |1 — ) = Fan) (e zp) (8.1.18)
ko‘rinishga keltiramiz.
Agar
=) flo) = [l
T R 1 R ey (81.19)
deb belgilash kiritsak, (8.1.18) tenglik
¢c—axpp1 = (c—xp)(1 — ) (8.1.20)

ko‘rinishga keladi.

Shartga ko‘ra f o‘suvchi bo‘lgani sababli 85, > 0 bo‘ladi. Bundan
tashqari, farazimizga ko‘ra xp < ¢ < b bo‘lgani uchun, 8.1.3 - tasdiq
va (8.1.19) tenglikdan 6, < 1 tengsizlik kelib chiqadi. Demak,

0 <0, <1 (8.1.21)

shart bajarilar ekan.
Shunday qilib, z; < ¢ degan farazimizga ko‘ra, (8.1.20) va (8.1.21)
munosabatlardan

0 < c—2pp1 < c—wyg

baho kelib chiqadi. Bundan esa, o'z navbatida, (8.1.10)-(8.1.11) ketma-
ketlik uchun talab qgilingan

Tp < Xy S ¢
tengsizlikka ega bo‘lamiz.l

Shunday qilib, (8.1.10)-(8.1.11) ketma-ketlik korrekt aniglangan
ekan.
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8.1.5 - tasdiq. Agar 8.1.4 - tasdiq shartlari bajarilsa, (8.1.10)-
(8.1.11) tengliklar bilan aniglangan xg ketma-ketlik (8.1.1) tenglama-
ning x = c idiziga yaginlashadi. Bundan tashqari, biror ¢, 0 <
g <1, o‘zgarmas uchun

|2 —c| < (b—a) ¢" (8.1.22)

baho o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Agar
Ep = C— X

deb belgilash kiritsak, 8.1.4 - tasdiqdan {z;} ketma-ketlikning ka-
mayuvchi va manfiy emasligi kelib chiqadi. Agar 0 (8.1.19) formula
bilan aniglangan sonlar bo‘lsa, (8.1.20) tenglikdan

Ek+1 — (1 — Gk)ek (8.1.23)

rekurrent munosabatni olamiz.
Lagranj formulasiga ko‘ra, shunday & € (xk, ¢) va ng € (2, b)
sonlar topiladiki, ular uchun

fle) — fla) Y,
" F(0) — f(a)
_ mk ,
T S (k)

tengliklar bajariladi.
Yuqoridagi ikki tenglikni (8.1.19) ga qo‘ysak, 6, quyidagi ko‘rinish-

ga keladi:
)
S (k)
J'(a) ) o o
Agar o = 700) desak, f’(x) funksiyaning o‘suvchi bo‘lgani uchun,
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bahoga ega bo‘lamiz. Shunday ekan, (8.1.23) dan quyidagi
ckr1 < (1 —a)eg
muhim tengsizlik kelib chiqadi. Demalk,
0<eppr < (1—a)ftle. (8.1.24)
Ravshanki, f funksiyaga qo‘yilgan shartlarga ko‘ra,
0<a<l.

Endi g = ¢ —x¢9 = ¢ —a < b— a ekanini hisobga olsak, (8.1.24) dan
talab gilingan (8.1.22) bahoni olamiz.l

Vatarlar usulining ustunligi taqribiy qiymatlar ketma-ketligining
izlanayotgan ildizga tez yaginlashishidadir. Bu usulning yana bir
muhim xususiyati shundan iboratki, rekurrent ketma-ketlikni hisob-
lash vaqtida funksiya giymatini oldingi nugtada hisoblashning o‘zi
yetarlidir. Bundan tashqari, biz funksiyaning birinchi hosilasi mav-
judligini talab qgilsakda, hech bir nugtada uning gqiymatini hisoblash-
ga zaruriyat yo'qdir.

Agar bizda bor ma’lumotlar hosilaning ham giymatini hisoblash-
ga imkon bersa, taqribiy qiymatlar ketma-ketligining ildizga yaqin-
lashish tezligini yanada oshirish mumkin. [.Nyuton taklif gilgan
urinmalar usuli aynan shunday usuldir.

3. Urinmalar usuli (Nyuton usuli). Urinmalar usulining
asosiy g'oyasi quyidagidan iborat. Aytaylik, x¢ yuqoridagi (8.1.1)
tenglama ildizining taqribiy qiymati bo‘lsin. Agar f funksiya grafigi-
ga (20, f(xo)) nugtada o‘tkazilgan urinma abssissalar o‘qini x; nug-
tada kessa, ana shu 27 nuqtani (8.1.1) tenglama ildizi uchun yan-
gi taqribiy qiymat sifatida olamiz. Bu jarayonni davom ettirib, biz
urinmalar usulining taqribiy qiymatlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, grafikka (z, f(xx)) nugtada o‘tkazilgan urinma
tenglamasini qaraylik. Bu tenglama quyidagi ko‘rinishga ega:

y = flag) + (o) (x —xp).
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Agar y(zr41) = 0 bo‘lsa,
0= f(2x) + f/(2r) (@ry1 — 1)
tenglik hosil bo‘ladi. Demak,
S (k)

TR i)

(8.1.25)

Boshlang‘ich yaqginlashish xg sifatida odatda ildizga yaqinligi av-
valdan ma’lum bo‘lgan nuqtalardan biri olinadi. (8.1.25) rekurrent
formula orqali aniqlangan ketma-ketlik urinmalar usulining tagribiy
qgiymatlar ketma-ketligi deyiladi.

Faraz qilaylik, ildizini topishimiz kerak bo‘lgan f funksiya biror
[a, b] kesmada ikkinchi hosilaga ega bo‘lib, quyidagi shartlarni qanoat-
lantirsin

fla)y <0, f(b) >0, flle)>m >0, 0< f'(2) <M, a<z<b
(8.1.26)

U holda bu kesma ichida f(c) = 0 tenglikni qanoatlantiruvchi
¢ nuqta mavjud va yagona bo‘ladi. Biz (8.1.26) shartlar bajaril-
ganda (8.1.25) ketma-ketlikning ana shu ¢ ildizga yaqinlashishini
ko‘rsatamiz.

8.1.6 - tasdiq. Agar (8.1.26) shartlar bajarilsa, u holda (8.1.25)
rekurrent munosabat bilan aniglangan {xx} ketma-ketlik monoton
kamayib, (8.1.1) tenglamaning x = ¢ ildiziga yaginlashadi.

Isbot. Avval Teylor formulasidan foydalanamiz. Bu formulaga
asosan, ¢ va r nuqtalar orasida yotgan shunday & nuqta topiladiki,
u uchun
(c —ap)?

fle) = flaw) = flan)(c — @) +

S (k)
2

tenglik bajariladi. Agar f(¢) = 0 ekanini hisobga olib, f/'(xx) ga
bo‘lib yuborsak,

) L&)

ey R TEn L
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tenglikka kelamiz.
Endi (8.1.25) rekurrent munosabatni hisobga olsak, bu tenglik-
ning chap tomoni x,; ga tengligini ko‘ramiz. Demak,

f" (k)
2" (@)

Hosil bo‘lgan tenglikning o‘ng tomoni, (8.1.26) shartlarga ko‘ra,
barcha k larda musbat. Bundan chiqdi, boshlang‘ich x¢ nuqtaning
ganday tanlanishidan qat’iy nazar, (8.1.25) ketma-ketlikning 21 dan
boshlab barcha nuqtalari (8.1.1) tenglamaning ¢ ildizidan o‘ngda
yotar ekan.

Agar & > ¢ bo‘lsa, (8.1.26) shartlardan f(x) > f(c¢) = 0 ekani
kelib chigadi. Shunday ekan, hosilaning musbatligiga ko‘ra,

f(x)

J'(x)

Bundan chiqdi, (8.1.25) tenglikka ko‘ra, 2 > ¢ bo‘lganda g1 <

xp bo‘ladi, ya'ni bu ketma-ketlik monoton kamayuvchi bo‘lar ekan.
Shunday qilib, {x,} ketma-ketlik kamayuvchi va quyidan chega-

ralangandir. Demak, bu ketma-ketlik limitga ega. Bu limitni d orqali
belgilab, (8.1.25) tenglikda k& — oo deb limitga o‘tsak,

)

J'(d)
tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan f(d) = 0 ekani kelib chigadi. De-
mak, ildizning yagonaligiga ko‘ra, d = ¢. Bu esa 8.1.6 - tasdigning

o‘rinli ekanligini ko‘rsatadi.ll

Shuni aytish kerakki, urinmalar usulidagi taqribiy qiymatlar ket-
ma-ketligi vatarlar usulidagi ketma-ketlikka gqaraganda ildizning aniq
giymatiga ancha tez yaqinlashadi. Navbatdagi tasdiq yaginlashish
tezligi asosan boshlang‘ich yaginlashishning tanlanishiga bog‘liq eka-

nini ko‘rsatadi.
8.1.7 - tasdiq. Agar (8.1.26) shartlar bajarilib,

(c —ap)?. (8.1.27)

L41 —C =

>0, z>ec

|£E0—C| < ﬁ (8128)
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bo‘lsa, (8.1.25) tenglik orqali aniglangan {xr} ketma-ketlik uchun

2m n
|2, —c| < ﬁ~q2, n=0,1,.., (8.1.29)
baho o‘rinli bo‘ladi, bu yerda
zo—d L < (8.1.30)
= |xg—c| - — . g
q 0 om

Isbot. Agar g, = xp — ¢ deb belgilab, (8.1.27) tenglikdan foy-
dalansak, (8.1.26) shartlarga ko‘ra,

M 2
Ek+1 < %gk (8131)

tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Endi (8.1.29) bahoni matematik induksiya usuli bilan o‘rnatish
qiyin emas. Haqgiqatan, n = 0 uchun bu baho, (8.1.30) munosabatni
hisobga olsak, o‘z-0‘zidan ko‘rinib turgan tenglikka aylanadi. So‘ngra,
bahoni n = &k uchun o‘rinli desak, (8.1.31) ga ko‘ra,

M o M (om a\®_2m e 2m
M M )

< 2 <
TRl = 2m %k = 2m \ M
Bu tengsizlik n = k£ + 1 da (8.1.29) baho bilan ustma-ust tushadi.
Demak, induksiyaga ko‘ra, (8.1.29) baho barcha n lar uchun o‘rinli
ekan.Hl
8.1.1 - misol. Ushbu

2" = a (8.1.32)

tenglama ildizini hisoblash uchun Nyuton usulidagi taqribiy qiymat-
lar ketma-ketligini toping.
Agar
flx)=2"—a (8.1.33)
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deb belgilash kiritsak, u holda f/(z) = ma™ ! va f"(x) = m(m —
1)2™2 bo‘ladi. Demak, (8.1.33) funksiya (8.1.26) shartlarni qanoat-
lantiradi va (8.1.25) rekurrent formula

B rr—a

Th41 — Tk — mwm_l
k

ko‘rinishga keladi. Bu formulani quyidagicha yozib olish ham mumkin:

1 a
T = ({1—-——)=x . 8.1.34
k+1 < m) k + mmz),—l ( )
Xususan, agar m = 2 desak, (8.1.34) tenglikdan a sonining

kvadrat ildizini hisoblash uchun bizga ma’lum bo‘lgan Nyuton for-
mulasini olamiz:

1 a
= = — . 1.
Tht1 2 (mk + xk) (8.1.35)

Shu o‘rinda (8.1.26) shartlarning muhim ekanligini qayd etish
zarur. Agar bu shartlar bajarilmasa, Nyuton usulidagi taqribiy qiy-
matlar ketma-ketligi (8.1.1) tenglama ildiziga yaqinlashmasligi ham
mumkin.

8.1.2 -misol. Ushbu

! —82x? — 17 =0 (8.1.36)

tenglama ildizini [—4, 1] kesmada hisoblash uchun Nyuton usulidagi
taqribiy giymatlar ketma-ketligini toping.
Buning uchun
f(@) =17 + 822 — 2 (8.1.37)

funksiyani qaraymiz.
Agar bu funksiya qiymatini * = —4 va x = 1 nuqgtalarda hisobla-
sak,
f(—=4) =—-111 <0, f(1)y=24>0,
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munosabatlarga ega bo‘lamiz. Demak, [—4, 1] kesmada (8.1.36) teng-

lama ildizga ega ekan.
Nyuton usulidagi taqribiy qiymatlar ketma-ketligi, (8.1.25) for-

mulaga binoan, quyidagi rekurrent munosabat orqali aniglanadi:

17 + 822 — x}

Agar boshlang‘ich yaqinlashish sifatida x¢ = 1 ni olsak, u holda
to‘g‘ridan to‘g‘ri (8.1.38) formuladan

Tl — —1, T = 1, r3 — —1,

ketma-ketlikka ega bo‘lamiz.
Demak, x, = (—1)". Ravshanki, bu ketma-ketlik uzoqlashadi.

Flx)- —12x+12 i fle)=12%-12

8.1-rasm
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Shuni qayd etish joizki, (8.1.37) funksiya [—4, 1] kesmada (8.1.26)
shartlarni ganoatlantirmaydi. Aynan shu sababli taqribiy giymatlar
ketma-ketligi ildizga yaqinlashish o‘rniga = 1 va x = —1 orasida
<o‘ralashib qolayapti> ( 8.1-rasmga qarang).

§ 8.2. Funksiyaning ekstremum nuqtalarini
hisoblashning taqribiy usullari

Berilgan funksiyaning ekstremum nuqtalarini topish masalasi,
IV bobda keltirilgan nazariyaga ko‘ra, statsionar nugtalarni, ya’ni
hosilaning nollarini aniglab, so‘ngra bu statsionar nuqtalarni o‘rga-
nishdan iboratdir. Demak, ekstremum nuqtalarni taqribiy hisoblash
8.1 - paragrafda o‘rganilgan masalaga kelar ekan. Ammo zamonaviy
kompyuterlar funksiyaning ekstremum nuqtalarini, ularni hosilalari-
ni topmasdan turib, taqribiy hisoblash imkoniyatini beradi. Ushhu
paragrafda shunday usullardan biri bilan tanishamiz.

1. Funksiya ekstremum nuqtasini topish algoritmi. Ush-
bu bandda biz funksiya ekstremum nuqtasini taqribiy hisoblashning
shunday usulini o‘rganamizki, u funksiya nollarini topishning av-
valgi paragrafda (1 - bandga qarang) o‘rganilgan <vilka> usuliga
o‘xshashdir.

Faraz qilaylik, f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib, biror
¢ € (a,b) nugta uchun quyidagi shartlarni gqanoatlantirsin:

(i) f funksiya |a, c| kesmada qat’iy o‘ssin;

(ii) f funksiya [c, b] kesmada gat’iy kamaysin.

Shubhasiz, bu shartlar ostida ¢ nuqta f funksiyaning [a, ] kesma-
dagi maksimum nugtasi bo‘ladi. Biz yana shuni ta’kidalashimiz mum-
kinki, bunday aniqlangan f funksiya (a, b) interval ichida lokal mini-
mumga ega emas.

(Qo‘yilgan shartlar o‘rganiladigan funksiyalar sinfini ancha toray-
tirib qo‘yadi, albatta. Lekin shunga garamasdan bunday funksiyalar
tadbiqlarda ko‘p uchrab turadi.

Bizning magsadimiz ¢ nuqtaga yaqinlashuvchi ketma-ketlikni
tuzishdan iboratdir.
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Aytaylik,

b—a
2
bo‘lsin. Biz ¢ nugtaga yaqinlashuvchi {x,,} ketma-ketlikni quyidagi

rekurrent formuladan aniglaymiz:

o — a, ho = (8.2.1)

Tpn = X1+ o1, n=12, .., (8.2.2)

bu yerdagi {h,} orttirmalar ketma-ketligi navbatdagi formuladan
topiladi:

hn-1, agar f(an) > f(an-1) bo'lsa,
nz_ , agar  f(xn) < f(xn—1) boflsa.

Bundan ko‘rinadiki, biz f funksiya giymatlarini 9 = a nug-
tadan boshlab hisoblab, o‘ngga qarab hg qadam bilan toki funksiya-
ning navbatdagi qiymati oldingisidan kichik bo‘lgunga qadar harakat-
lanamiz. Bunga erishishimiz bilan hiz teskari yo‘nalishda ikki marta
kichik gadam bilan harakatlana boshlaymiz. Agar funksiya kamay-
ishdan to‘xtasa, biz yana o‘ngga qarab harakatlanamiz. Shunday
qilib, biz goh o‘suvchi va goh kamayuvchi bo‘lgan {z,}5°, ketma-
ketlikka ega bo‘lamiz.

Ravshanki, (8.2.2) ketma-ketlikning navbatdagi nuqtasi ¢ nuqg-
tadan o‘ngda bo‘lishi zahoti, yoki undan keyingi qadamda bu ketma-
ketlik o‘suvchidan kamayuvchiga o‘zgaradi. Bundan so‘ng ketma-
ketlik ikki marta kichik gqadam bilan kamaya boshlaydi. Bundan
bevosita ko‘rinib turibdiki, (8.2.2) ketma-ketlik nuqtalari bir tomon-
ga (chap yoki o‘ng tomonga) harakatlanayotganida ikkidan kam
bo‘lmagan va to‘rtdan ko‘p bo‘lmagan sonda gqadam qo‘yadi.

2. Taqribiy giymatlar ketma-ketligining yaqinlashishi.
Agar (8.2.2) ketma-ketlikning 2, elementi o‘zidan oldingi va o‘zidan
keyingi elementlardan katta bo‘lsa, ya’ni

Xp > Xpn—1 V& Tn > Tnil

tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, biz bu elementni (8.2.2) ketma-ketlikning
o‘ng burilish nuqtasi deb ataymiz.
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Shunga o‘xshash, agar (8.2.2) ketma-ketlikning 2, elementi o‘zi-
dan oldingi va o‘zidan keyingi elementlardan kichik bo‘lsa, ya’ni

Im < Tm—1 VA Tm < Tmil

tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, biz bunday elelmentni ketma-ketlikning
chap burilish nugtasi deb ataymiz.

O‘ng va chap burilish nugtalarini biz (8.2.2) ketma-ketlikning
chekka nuqgtalari deb ham ataymiz.

Navbatdagi ikki tasdiq yuqoridagi bandda keltirilgan muloha-
zalardan bevosita kelib chiqadi.

1 - tasdiq. Agar x, nugta (8.2.2) ketma-ketlikning o ‘ng burilish
nuqtast bo‘lsa, u holda quyidagi

Tn+2, Tn43, Tntd

uch nugtalardan biri (8.2.2) ketma-ketlikning chap burilish nuqtasi
bo‘ladi.

2 - tasdiq. Agar xy, nuqgta (8.2.2) ketma-ketlikning chap burilish
nuqtast bo‘lsa, u holda quyidagi

Tm+2, Tm+3, Tm44

uch nugtalardan biri (8.2.2) ketma-ketlikning o‘ng burilish nuqtasi
bo‘ladi.

Agar x,, orqali (8.2.2) ketma-ketlikning birinchi o‘ng burilish
nuqtasini belgilasak, x,, orqali undan keyingi chap burilish nuqtasi-
ni belgilasak va bu belgilashni davom ettirsak, u holda biz (8.2.2)
ketma-ketlikning barcha chekka nuqtalaridan tuzilgan va navbatma-
navbat nomerlangan gism ketma-ketligini olamiz.

Asosiy tasdiq quyidagidan iborat.

3 - tasdiq. Agar {x,,} ketma-ketlik (8.2.2) ketma-ketlikning
navbatma-navbat  nomerlangan chekka nugtalaridon iborat qism
ketma-ketligi bo‘lsa, u holda k > 1 lar uchun

ng < 4k —2 (8.2.4)

tengsizlik o ‘rinli.
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Isbot. Qism ketma-ketlikning tuzilishiga ko‘ra 1 < ny; < 2.
Bundan tashqari, 1 - va 2 - tasdiglardan ketma-ketlikning har bir
o‘suvchi yoki kamayuvchi bo‘lagi 4 dan ko‘p bo‘lmagan qadam nati-
jasida hosil bo‘lishi kelib chiqadi. Shunday ekan, qo‘shni chekka nug-
talar nomerlari oshib borsa 4 taga farq qilishi mumkin, ya’ni

Ny —1Nnj—1 < 4. (8.2.5)

Bundan chiqdi, agar o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan quyidagi

ayniyatdan foydalansak, (8.2.5) tengsizlikdan

k
ne <24y 4=2+14(k—1) =4k —2
=2

munosabatni olamiz.l

8.2.1 - teorema. Agar f funksiya (i) va (ii) shartlarni qanoat-
lantirsa, (8.2.1)-(8.2.3) tengliklar bilan aniqlangan {x,} ketma-ketlik
[ funksiyaning © = ¢ maksimum nugtasiga yaginlashadi va bunda

2, — ¢ < A2774 A =2V2(b—a), (8.2.17)

baho bajariladi.

Isbot. Biz {z,, } orqali (8.2.2) ketma-ketlikning chap va o‘ng
burilish nugtalari ketma-ketligini belgilaymiz. Faraz qgilaylik, n._; <
n < ng tengsizlik bajarilsin. U holda bevosita chap va o‘ng buri-
lish nuqtalar ta'rifidan x,, va ¢ nuqtalarning z,, , va x,, nuqtalar
orasida yotishi kelib chigadi. Shunday ekan,

|2y, —c| < |@n, — Zn,_, |- (8.2.7)
1 - va 2 - tasdiglarga ko‘ra, z,, , nuqtadan z,, nuqtagacha h =
(_1)k—1 b—

2_ka gadam bilan oshib borsa 4 qadamda borish mumkin.
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Shuning uchun, ravshanki,

b—a
|Tn, — Tnp ;| < 4h =4 T
Bu baho va (8.2.7) tengsizlikka ko‘ra,
b—a
e, —c|] < 4 E
O‘z navbatida 3 - tasdiqqa ko‘ra,
k> ng + 2 > n-+2
- 4 T 4
tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Shunday ekan,
b—a 2v2

va demak, talab qilingan (8.2.6) baho ishotlandi.l

Shuni aytish joizki, o‘rganilgan usul o‘zining qo‘llanishi soddali-
gi bilan ajralib turadi. Chunki bu usulni amalda qo‘llash uchun biz
funksiya qiymatini navbatdagi nuqtada hisoblab, uni oldingi qadam-
da hisoblagan giymat bilan solishtirishimiz yetarlidir.

§ 8.3. Aniq integrallarni hisoblashning taqribiy
usullari

Aniq integrallarni taqribiy hisoblash usullari asosida integralni
integral yig‘indilar limiti ko‘rinishidagi ta'rifi, ya’ni quyidagi

[ swrde = 32 seoan
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tenglik yotadi.
Bu ta’rifga asosan biz integralni tagriban unga mos integral
yig‘indi bilan almashtirishimiz mumkin. Turli usullar bilan

P={a=a20<21 <..<xp =0}

bo‘linishni va & € [rg—1,2k] nuqtalarni tanlab, biz aniq integral
hisoblagshning har xil taqribiy usullariga ega bo‘lamiz.

1. To‘g‘ri to‘rtburchaklar usuli. Berilgan [a, b] kesmani n ta
teng bo‘lakka bo‘lamiz (bu bo‘linish odatda tekis to‘r deyiladi):

e =a+ kh, k=0,1,2,...n, buyerda h:b_a

(8.3.1)

Oraliq &, nuqgtalar sifatida [z,_1, 2] qismiy kesmaning o‘rtasini
olamiz, ya’ni
L7 T
w T
U holda aniq integralning taqribiy qiymati Ir(h, f) sifatida quyi-
dagi ifodaga ega bo‘lamiz:

(8.3.2)

I(h, f) = B> f(é). (8.3.3)
k=1

To‘gri to‘rthburchaklar usulining xatoligini (bu xatolik qoldiq
had ham deyiladi) Egr(h, f) simvol orqali belgilaymiz, ya'ni

b
Enh, f) — / J(@)dr — Tn(h,J). (8.3.4)

Endi shu kattalikni baholaymiz. Buning uchun uzunligi i ga teng
bo‘lgan |rr_1,xr] qismiy kesmani alohida qaraylik. Dastavval bu
kesmani almashtirish bajarib, [—h/2, h/2| kesmaga keltiramiz. Faraz
qilaylik, f funksiya ana shu kesmada ikki marta differensiallanuvchi
bo‘lsin. U holda, Teylor formulasiga ko‘ra, biror n = n,,0 < |1, <

||, uchun
2

f@) = FO) + O+ ()5 (8.3.5)
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tenglikni olamiz.
Shunday ekan, simmetrik kesmada integrallab,

h/2 h/2 ,
[ r@de = b+ [ )G de
—h/2 —h/2

tenglikni hosil gilamiz.

Shuni qayd etish joizki, n = 1, nuqta x dan uzluksiz bog'liq
bo‘lmasligi mumkin. Ammo, agar ¢(0) = f”(0) desak, ¢(x) =
f"(n) funksiyaning uzluksizligi (8.3.5) tenglikdan bevosita kelib
chigadi. Shuning uchun, o‘rta giymat haqidagi formulaga ko‘ra,

h/2 , m2 o ,

7 €= _ gl - — h_
| raae = o) [ e - 05
—h/2 —h/2

bu yerda 0 — (—h/2, h/2) intervaldan olingan biror nuqtadir. Shun-
day qilib,

h/2 .
[ f@yde = b+ o) (8.3.0)
—h/2

Shubhasiz, xuddi shunday tenglik har bir gismiy [2x_1, 2x] kesma
uchun ham o‘rinli, ya’ni

3

[ e = np@)+ o0g (830

bu yerda &— qismiy kesmaning markazi bo‘lib, 0 esa (xr—1,2r)
intervalning biror nuqgtasidir.

Endi qoldiq hadni, (8.3.4) va (8.3.7) tengliklardan foydalanib,
quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

I

3| [ r@dr - son Zf”

k=1 \ay”

(8.3.8)
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Ma’lumki,
1
: " < = 1" < "
i 110 = 52 100 < e, 110

tengsizliklar o‘rinli. Demak, ikkinchi hosilaning uzluksizligiga ko‘ra,
[a, b] kesmadan shunday 6* nuqta topiladiki, u uchun

n

LS o — ey, (8.3.9)

n
k=1

Bu tenglik yordamida (8.3.8) qoldiq had yanada qulayroq ko‘ri-

nishga keladi:
h3
Er(h, f) = n- f”(&*)ﬂ. (8.3.10)
Nihoyat, nh = b — a bo‘lgani uchun, (8.3.1)-(8.3.4) munosabat-
lardan va qoldiq hadning (8.3.10) ko‘rinishidan foydalanib, quyidagi

formulani olamiz:

b
< 17y (0 —a)? b—a
a/f(:v)dx _ h;f(a+kh—h/2) prenta
(8.3.11)
Bu (8.3.11) tenglik to‘gri to‘rtburchaklar formulasi deyiladi.
Chunki bu holda (8.3.11) dagi aniq integralga teng bo‘lgan egri
chizigli trapetsiya yuzi asosi Axy = h va balandligi f(&x) bo‘lgan
to‘g'ri to‘rtburchaklar yuzlari yig‘indisi bilan yaqginlashtiriladi. Shu-
ni qayd etish joizki, agar f funksiya [a,b] kesmada chizigli bo‘lsa,
u holda (8.3.11) formuladan ko‘rinib turibdiki, integralning to‘g‘ri
to‘rthurchaklar formulasi orqali hisoblangan taqribiy qiymati uning
aniq giymati bilan ustma-ust tushadi.
2. Trapetsiyalar usuli. Yana tekis to‘r deb ataluvchi bo‘linishni
olib, endi bu safar f(&) sifatida quyidagi kattalikni olamiz:

S(@p—1) + f(xg)

fk) = 5 7
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ya'ni, & € [rr_1,2x] nugtalarni shunday tanlaymizki, yuqoridagi
tenglik o‘rinli bo‘lsin. Boshqacha aytganda, [xg_1, x| qismiy kesma
ustida joylashgan egri chizigli trapetsiya yuzining taqribiy giymati
sifatida biz parallel tomonlarining uzunligi f(xgx_1) va f(x) larga
teng bo‘lgan trapetsiya yuzini olamiz.

U holda aniq integralning taqribiy qiymati I7(h, f) sifatida quyi-
dagi ifodaga ega bo‘lamiz:

n

Ir(h, f) Z @it ; Jaw) (8.3.12)

Trapetsiyalar usulining xatoligini hisoblash maqgsadida yana
uzunligi h ga teng bo‘lgan [xg_1, 2| qismiy kesmani alohida qaray-
lik. Almashtirish bajarib bu kesmani [—h/2, h/2] ga keltiramiz. Faraz
qilaylik, f funksiya ana shu kesmada ikki marta differensiallanuvchi
bo‘lsin. Dastavval, quyidagi integralni bo‘laklab integrallab, bizga
qulay ko‘rinishga keltiramiz:

x

/ @ Bt = @20 12 / Lt dt —

—x —x

= 2f(t tm—2/f t = 2xf(x)+2xf(— —2/f

Shunday ekan, o‘rta giymat haqgidagi formulani qo‘llasak, nav-
batdagi tenglikka kelamiz:

x

[ 1wt al-a) 1 @)= -5 [ - w0 ar -

—x

= SO a0

—X
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Endi bu tenglikda « = h/2 deb,

h/2 ,
[ s - IR0 )
—h/2

tenglikni olamiz, bu yerda 6 € [—h/2, h/2] bo‘lgan biror nuqta.
Shubhasiz, xuddi shunday baho uzunligi h ga teng bo‘lgan har
bir qismiy [xg_1, 2] kesmada o‘rinli:

Tk 5

Bundan, xuddi to‘g‘ri to‘rthurchaklar usulidagidek, (8.3.13) teng-
liklarni yig‘ib chigsak, trapetsiyalar usulidagi xatolik uchun

ifodani olamiz.
Ikkinchi tartibli f”(z) hosilaning uzluksizligiga ko‘ra, shunday
0* € |a, b] nuqta topiladiki, u uchun (8.3.9) tenglik bajariladi. Agar
h—
h = - ¢ ekanini eslasak, u holda (8.3.12) ta'rif va (8.3.14) teng-
likka ko‘ra, quyidagi formulaga ega bo‘lamiz:

h & iy e (0 — @)
[ @yde = 331t (b= 0m) 1 flakm) - 10 S0
g k=1
(8.3.15)
Bu formulani navbatdagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:
b n—1
b b—a)
/f(x)d:v = L‘);ﬂ) + b fla+kh) - f”(e*)(mn? :
k=1

a =

(8.3.16)



§8.3.  Aniq integrallarni hisoblashning taqribiy usullari 437

Ushbu (8.3.16) formula trapetsiyalar formulasi deyiladi. Shuni
aytish kerakki, aniq integralni taqribiy hisoblashning trapetsiyalar
usulidagi xatolik tartibi ham xuddi to‘g‘ri to‘rtburchaklar usulida-
gidek.

3. Parabolalar (Simpson) usuli . Agar (8.3.11) va (8.3.16)
formulalarni taqqoslasak, trapetsiyalar formulasining xatoligi to‘g'ri
to‘rtburchaklar formulasi xatoligidan ikki marta katta bo‘lib, yana
ishorasi hilan farq qilishini ko‘rishimiz mumkin. Shuning uchun,
Ip(h, f) + 2Igr(h, f) yig‘indi uchga ko‘paytirilgan f funksiyaning
integraliga yuqori tartibli aniglikda yaqinlashishini kutsak bo‘ladi.
Boshgacha aytganda,

b
[ f@yde = Sitth ) 4 21 ) 1 ath)

tenglik o‘rinli bo‘lib, bunda h — 0 da «(h) yuqori tartib bilan nol-
ga intilishini kutish tabiiydir. Bu tenglik qismiy interval bo‘yicha
olingan integralning quyidagi ifodaga yaqinlashishini anglatadi:

/ fa)de ~ %h {f (m’“—l); J@) L orenl . maam

bu yerda & = (vr—1 + 2x)/2.
(8.3.17) formuladagi yaqinlashish xatoligini baholash magsadida

f funksiyani to‘rt marta uzluksiz differensiallanadi deb faraz qilib,

£

L - / PO+ fO () Pt dt (3.3.18)

0

integralni qaraymiz, bu yerda P.(t)— to‘rtinchi tartibli quyidagi
ko‘phad:
—1)? — 1)t
Py — 5200 D7 (8.3.19)
3 4
Bu ko‘phadning quyida keltirilgan xossalarga ega ekanini ko‘rish

glyin emas:




438 Taqribiy usullar VIII Bob

i)  P(t) 20, 0<t<e

(i)  Pe(e) = Pi(e) = Pi(e) = 0;
(ii)  PL(0) = 0;

(iv)  PP0) = 4

v) PP =25

vi) P =-6, 0<t<s
(vii) ushbu tenglik o‘rinli:

Agar

va
2(0) = ¢"(0) = 0

shartlarni qanoatlantiradi.

Shunday ekan, bu munosabatlardan foydalanib (8.3.18) integral-
ni uch marta bo‘laklab integrallasak (P:(¢) va ¢ funksiyalar xos-
salariga asosan bunda hosil bo‘ladigan barcha integraldan tashqari
hadlar nolga aylanadi),

1= 1=

e/¢%@a@m—/¢%wz@m
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tenglika ega bo‘lamiz. Yana bir marta bo‘laklab integrallab, (iv) va
(v) shartlarni hisobga olsak, quyidagini olamiz:

I = (&) P 1O PO 1+ [ o) P dr
0
=2¢[f(e) + f(—2)] +8/(0) — 6/[f(t) + f(=t)]dt
0
Oxirgi integralda almashtirish bajarib, navbhatdagi muhim teng-
likka kelamiz:

£

/ F®dt = S5O 1 (=2~ [ 1700119 0] P.te) dr.
’ (8.3.20)

O‘ng tomondagi integralga o‘rta qiymat hagidagi formulani qo‘l-
lasak, u quyidagi ko‘rinishga keladi:
JUw o) Py dr
0

£

~ O+ f O] [ P de =20
0

Shunday qilib, (8.3.20) dan biz o‘rganayotgan integral uchun

5
/ Fyde = S[FE) +A4FO) 1 S0 — IO (3321)

tenglik hosil bo‘ladi.
Xususan, £ = h/2 deb, (8.3.21) ni quyidagicha yozish mumkin:

h/2

/ F(0) de = SJ(=h/2) +AFO) + FB/2)] — SO0)

—h/2

h5
2880
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Xuddi shunga o‘xshash baho uzunligi h ga teng bo‘lgan har bir
[€k—1, | qismiy kesma uchun o‘rinli ekani turgan gap, ya'ni:

T 5
[ #@rdn = Gl + 4560 + o) - 1000 5
- (8.3.22)
Demak,

b h n n

[ e = § 3 st 4760 + sl -

Shartga ko'ra f (z) uzluksiz bo‘lgani uchun shunday 6* € [a, ]
nuqta topiladiki, u uchun

n

LS 1) = 190,

n
k=1

Nihoyat, nh = b — a ekanini e’tiborga olsak, talab gilingan for-
mulani olamiz:

(b—a)®
283001

(8.3.23)
Bu (8.3.23) tenglik Simpson formulasi yoki parabolalar formulasi
deyiladi [T. Simpson (1710-1761)]. E’tibor bering, (8.3.17) formu-
laning o‘ng tomoni f funksiya grafigining abssissalari xp_1, &, va g
bo‘lgan uch nuqtasi orgali o‘tuvchi parabola ostining yuziga teng.
Aynan shu sababli (8.3.23) tenglik parabolalar formulasi deb ham
ataladi.
(8.3.1) va (8.3.2) lardan foydalanib, (8.3.23) formulani yana quyi-
dagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

/ e mek D A7) + f)] — FD )

=1

b -1

[ t@yde = Zis + s z fa+ kh)

k=
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(b—a)®
283001

n
+ % > fla+kh—h/2)] — f9(0%) (8.3.24)
k=1
Simpson formulasi to‘g‘ri to‘rthurchaklar hamda trapetsiyalar
usullariga qaraganda ancha yuqori tartibli aniglikka ega va shu
sababli undan zamonaviy hisoblashlarda keng foydalaniladi. Shuni
gayd qilish joizki, uchinchi tartibli algebraik ko‘phad uchun Simpson
formulasi orqali hisoblangan aniq integral giymati shu integralning
aniq giymati bilan ustma-ust tushadi.



IX Bob. Sonli qatorlar

§ 9.1. Sonli gator yig‘indisi tushunchasi

1. Biror {ag} sonli ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Uning element-
laridan formal ravishda tuzilgan

ar+as+as+ ... +ap+ ...

ko‘rinishdagi ifodaga sonli qator (yoki oddiy qilib gator) deyila-
di. Ketma-ketlikning aj elementlari gatorning hadlari deb ataladi.
Ushbu gatorni > belgidan foydalanib yana quyidagicha ham belgi-

lashadi: -
> ax, (9.1.1)
k=1

bunda yig‘indining yuqori chegarasi qator hadlari sonining cheksiz
ekanini anglatadi.

2*. Sonli qator yig‘indisi tushunchasini aniqlash bo‘yicha uchta
yondashishni keltirish mumkin. Birinchisida cheksiz sondagi had-
larni, ular ganchalik kichik bo‘lishidan gat’iy nazar, qo‘shib chigish
jarayoni hech gachon tugamaydi deb hisoblanib, bunday yig‘indining
biror ma’noga ega ekani umuman inkor etiladi. Bunday yondashish,
Axilles va toshbaga nomi bilan tanilgan, Zenon Eleyskiy (eramizdan
avvalgi &~ 490 — = 430 - yillarda yashagan) paradoksida o‘z aksini
vaqqol topgan.

Bu paradoksga ko‘ra, Axilles toshbaqaga yetib olish magsadida,
avval toshbaga boshlang‘ich vaqtda turgan Fy nuqtaga kelishi kerak,
ammo toshbaqa bu vaqt ichida boshqa biror P nugtada bo‘ladi. Ax-
illes P nuqtaga yetib kelganda esa, toshbaqa navbatdagi P nuqtaga
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keladi va hokazo. Modomiki Axilles bosib o‘tishi kerak bo‘lgan yo‘l
cheksiz sondagi oraliglardan (ularning uzunligi istalgancha kichik
bo‘lishiga qaramasdan) iborat ekan, ularni qo‘shib chigish jarayoni
(Zenon fikricha) cheksiz ko‘p vaqt talab giladi va shuning uchun,
Axilles hech gachon toshbagaga yeta olmaydi.

Ikkinchi yondashish tarafdorlari istalgan cheksiz qator yig‘indiga
ega va bu yig‘indini hisoblash uchun arifmetikaning oddiy qoidalari
yetarli, deb hisoblaydilar. Aynigsa o‘rta asrlarda bunday qarash
keng targalgan edi. Masalan,

S=1—-141-14+1-1+..
belgilash kiritib, biz
S=1-(1-14+1-1+..)
deb yozishimiz mumkin, ya’ni

S =1-5.

Bundan S = % ekani kelib chiqadi. Qizig‘i shundaki, bu yon-
dashish tarafdorlarini butun sonlar yig‘indisining to‘g‘ri kasr bo‘lib
golgani ajablantirmagan.

Ammo bu yondashishning qonigarli emasligi quyidagi

S* = 14+14+1+14+1+..
gator misolida yaqqol ko‘zga tashlanadi. Chunki
S*¥ = 14+0+1+14+1+..)

deb yozib olsak,
S* = 1+68*

bo‘ladi va bundan esa shubhasiz noto‘g‘ri bo‘lgan 0 = 1 natijani
olamiz.
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Nihoyat, uchinchi yondashish shundan iboratki, unda barcha
sonli qatorlar ichidan fagat biror qonigarli ma’noda yig‘indi tushun-
chasini kiritish mumkinlarinigina ajratib olinib, qolganlarini esa o‘r-
ganilmaydi. Limitlar nazariyasiga tayangan bu yondashish XIX asr
matematiklari tomonidan rivojlantirildi va u juda sermahsul bo‘lib
chigdi. O‘sha vaqtda kiritilgan sonli gator yig‘indisi tushunchasi,
yig‘indiga ega bo‘lgan gatorlar sinfini kengaytirish natijasida, doimo
rivojlantirildi va hozir ham rivojlanib kelmoqda.

3. Navbatdagi maqgsadimiz (9.1.1) cheksiz yig‘indiga, xuddi chek-
li sondagi hadlar yig‘indisi xossalariga ega bo‘ladigan qilib, ma’no
berishdan iboratdir. Buning uchun, dastlabki n ta hadning yig‘indisi-
ni hisoblab, n cheksiz kattalashganda bu yig‘indining o‘zgarishini
kuzatamiz.

Ta’rif. Berilgan (9.1.1) qatorning dastlabkin ta hadi yig‘indisini
bu gatorning n- gismiy yig‘indisi deb ataymiz va S, simvoli orqali
belgilaymiz:

n
Sn — Z ar = a1 +ax+ ...+ an. (9.1.2)
k=1

9.1.1 - misol. Ushbu

>

ooy
2k 2 4 8 7
k=1

qatorning qismiy yig‘indilari

ga teng.

Demak, bu misolda {S,} qismiy yig‘indilar ketma-ketligi yaqin-
lashuvchi bo‘lib,uning limiti 1 ga teng ekan. Shuning uchun ay-
nan ana shu sonni berilgan sonli gatorning yig‘indisi deb hisoblash
tabiiydir.

Shunday qilib, biz sonli gator yig‘indisining quyidagi ta’rifini
berishimiz mumkin.
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Ta’rvif. Agar (9.1.1) sonli qator qismiy yig‘indilaridan tuzilgan
ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u holda bunday qgatornt yaginlashuv-
chi deymiz.

Aksincha, agar qismiy yig‘indilar ketma-ketligining limiti mavjud
bo‘lmasa, (9.1.1) qatorni uzoglashuvchi deymiz.

Yaqginlashuvchi sonli qator yig‘indisi debuning gismiy yig ‘indila-
ri limitiga aytamiz:

S = lim Sp. (9.1.3)

n— o0

Bunda
s-Yw
k=1

deb yozamiz, ya’ni bu tenglikning o‘ng tomonidagi simvolni nafagat
gatorni belgilash uchun, balki, u yaginlashgan vaqtda, gatorning
yig‘indisini belgilash uchun ham ishlatamiz.

Odatda, agar (9.1.3) tenglik bajarilsa, (9.1.1) qator S ga yaqin-
lashadi deyiladi.

4. Bevosita yuqoridagi ta’rifdan yaqginlashuvchi qgator hadlari-
ning nolga intilishi kelib chiqadi.

9.1.1 - tasdiq. Agar sonli qator yaqinlashuvchi bo‘lsa,uning
hadlari nolga yaginlashads.

Hagiqatan, agar (9.1.1) qatorning (9.1.2) tenglik bilan aniqlan-
gan S, qismiy yig‘indilari S soniga yaqinlashsa, n — oo deb limitga
o‘tsak,

p, = Sp—Sn—1 = (Sn—=395) — (Sp—1—S5) — 0,
yva’ni talab gilingan natijaga ega bo‘lamiz.

Bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas. Bunga misol sifatida, gar-
monik qator deb ataluvchi, quyidagi qatorni keltirish mumkin:

i1—1+1+1+1+
—~k 2 3 4 '
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Ravshanki, bu gatorning hadlari nolga yaqinlashadi. Lekin, agar hiz
bu gatorni

i3—1+1+ l+1 + 1+1+1+1 +
kilk* 2 3 4 5 6 7 8

+l+i+ +1+1+1+ +1+
9 10 16 17 18 32

ko‘rinishda yozib olib, har bir qavs ichidagi hadlar yig‘indisi 1/2
dan katta ekanini hisobga olsak,uning qismiy yig‘indilari +co ga
intilishiga amin bo‘lamiz.

9.1.2 - misol. Geometrik progressiya hadlaridan tuzilgan quyida-
gi gatorni garaymiz:

(o)
T =g+ P+ (9.1.4)
k—1

Agar |q| > 1 bo‘lsa, ravshanki, |¢"| > 1 bo‘ladi. Demak, bu
holda 9.1.1 - tasdiqqa ko‘ra, (9.1.4) qator uzoqlashadi. Agarda |gq| <
1 bo‘lsa, bu gatorning n-qismiy yig‘indisi uchun

1 _
_ k—1 _ q

n n

formula induksiya usuli orqali oson tekshiriladi.
Shuning uchun, |¢| < 1 bo‘lganda (9.1.4) qator yaqinlashuvchi
bo‘lib,uning yig‘indisi

[e @]
k-1 1
Z q  1—gq
k=1
ga tengdir.
Navbatdagi tasdiq yaqinlashuvchi qator yig‘indisi chiziqglilik xos-
sasiga ega ekanini anglatadi.
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9.1.2 - tasdiq. Agar

(o) (o)

> s Y b

k=1 k=1

qatorlar yaginlashsa, istalgan hagigiy A va p sonlar uchun

(o)

> (g + pby)

k=1

qator ham yaginlashadi va uning yig‘indisi

Z()\ak +Mbk) = )\Zak +MZbk (9.1.5)
k=1 k=1 k=1

ga teng bo‘ladi.

Isbot ketma-ketlik limitining chizigliligidan kelib chigadi. Haqi-
qatan, agar Sp(a) simvol orqali > ar qatorning qismiy yig‘indi-
lari ketma-ketligini, S,(b) simvol orqali esa > bx qatorning gismiy
yig‘indilari ketma-ketligini belgilasak, (9.1.5) ning chap tomonidagi
qator gismiy yig‘indilari uchun

Sn()\a+ﬂb) - )\Sn(a) + .USn(b)

tenglikni olamiz.

Bu tenglikda, limit xossalaridan foydalanib, n — oo deb limitga
o‘tsak, talab qilingan (9.1.5) tenglikka ega bo‘lamiz.

5. Sonli qatorlar nazariyasidagi eng asosiy masala berilgan qa-
torning yaqinlashish yoki yaqginlashmasligini aniqlashdir. Navbatda-
gi shart qator yaginlashishi uchun ham zaruriy, ham yetarli shart
bo‘lgani uchun uni kriteriy deb atashadi.

9.1.1 - teorema (Koshi kriteriysi). (9.1.1) sonli qator yaqin-
lashishi uchun istalgan ¢ > 0 olganda ham shunday N = N(g)
nomer topilib, n > m > N sharini qanoatlontiruvchi barcha natural
m va n sonlar uchun

<e (9.1.6)




448 Sonli qatorlar IX Bob

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlh.
Isbot (9.1.2) tenglik bilan aniglangan S,, qismiy yig‘indilar ket-
ma-ketligi uchun Koshi kriteriysi va o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

tenglikdan bevosita kelib chiqadi.

Eslatma. Modomiki Koshi kriteriysi qatorning dastlabki had-
lariga bog‘liq emas ekan, qatorning istalgan chekli sondagi hadlarini
o‘zgartirish uning yaqinlashishiga ta’sir qilmaydi. Chunonchi, agar
(9.1.1) gator berilgan bo‘lsa, istalgan natural N soni uchun

[e @]
D
k=N

ko‘rinishdagi qatorlar (9.1.1) qator bilan bir vaqtda yaqinlashadi
yoki uzoqlashadi.

6. Koshi kriteriysi berilgan gatorning yaqinlashishini aniglash
uchun nihoyatda samarali vositadir. Ammo amaliyotda yaqinlashish-
ning tekshirish osonroq ho‘lgan turli yetarlilik shartlaridan ko‘proq
foydalaniladi. Shunday shartlar safiga, o‘rganilayotgan gatorni yaqin-
lashishi avvaldan ma’lum bo‘lgan boshqa bir gqator bilan solishtirish-
ga asoslangan, taqqoslash alomatlari kiradi.

9.1.2 - teorema (taqqoslashning umumiy alomati). /kki
ar va by hagigiy sonlor ketma-ketlig

|ak| < bk, k= 1,2,3, (9.1.7)
tengsizliklarni qanoatlantirsin.

U holda, agar
> b
k=1

qator yaginlashsa,

0
D a
k=1
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qator ham yaginlashadi.
Isbot. Bevosita Koshi kriteriysi va

n

DL

k=m-+1

n

Szbk

k=m+1

tengsizlikdan kelib chigadi.

9.1.3 - teorema (xususiy taqqoslash alomati). Agar 0 <

q < 1 bo‘lsa va C > 0 berilgan o‘zgarmas bolib, biror N nomerdan
boshlab

lax] < C¢¥, k>N, (9.1.8)

tengsizliklar bajarilsa,
(o)
S
k=1

qator yagqinlashadi.

Isbot. Yuqorida qayd qilinganidek, gatorning istalgan chekli
sondagi hadlarini o‘zgartirish uning yaqinlashishiga ta’sir gilmay-
di. Shunday ekan, bu tasdiq 9.1.2 - teorema va 9.1.2 - misoldan
bevosita kelib chigadi.ll

9.1.3 - misol. Quyidagi

i w (9.1.9)

gatorni garaylik.
Ravshanki, bu gatorning hadlari

3

3k

(—Dk.2+1
3k

E

bahoni ganoatlantiradi. Bundan chiqdi, (9.1.8) tengsizlik ¢ = 1/3
va C' = 3 giymatlar uchun bajarilar ekan. Demak, (9.1.9) qator
vaginlashadi.
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7*. Xuddi yuqoridagi singari kompleks sonli gator tushunchasi
kompleks sonlarning formal cheksiz yig‘indisi sifatida aniqlanadi,
ya'ni

> (9.1.10)
k=1

Bunda har bir had ¢, = ax + ¢bg ko‘rinishga ega bo‘lib, ax va by lar
haqiqiy sonlardir.
Agar

n
lim E . = S
n—>00

k=1

limit mavjud bo‘lsa, (9.1.10) qator yaqinlashuvchi deyiladi, bunda
S soni (9.1.10) qatorning yig‘indisi deb ataluvchi kompleks sondir.
(9.1.10) kompleks gatorning yaqinlashishi quyidagi ikki

[e @] [e @]
E ap Va E bk
k=1 k=1

haqiqiy gatorlarning yaginlashishiga teng kuchli ekanini ko‘rsatish
qiyin emas. Bunda

iak:ReS va, ibk:ImS
k=1

k=1

munosabatlar bajariladi.
9.1.4 - misol. Moduli |z| < 1 shartni qanoatlantiruvchi istalgan
z = x + iy komleks son uchun

= 1
k=1

d oA = — (9.1.11)

k=1

tenglikni ishotlang.
Ma’lumki (9.1.2 - misolga qarang),

- 1—2z"

_ k—1 1~

Su(z) = Z S = (9.1.12)

k=1
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Agar bu tenglikda n — oo deb limitga o‘tsak, talab gilingan (9.1.11)
munosabatni olamiz.

1 - eslatma. (9.1.11) ayniyat aynigsa kompleks sonlarning trigo-
nometrik ko‘rinishidan foydalanilgan hollarda ko‘p qo‘llaniladi. Chu-
nonchi, istalgan z = x + iy kompleks son uchun r = |z| = /22 + y?
va @ = arctg(y/x) deb belgilaylik. U holda

z = re® = r(cosp + isiny)

va natijada

2" = "™ = r™(cosny + isinng).

Shu sababli (9.1.11) ayniyatni, soddalik uchun yig‘indi indeksini
bir birlikka surib, quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

1

[e @]
k -

E k ko) = .
rlcosky + isinke) 1 —r(cosp + isiny)

k=0

Maxrajdagi mavhum sondan qutulish magsadida quyidagi

1 1—rcosy + irsing

L —r(cosp + ising) (1 —rcosp)? + r2sin?yp -

I —=rcosp + irsing
1 —2rcosp +1r?

tenglikni yozamiz.
Natijada gatorning haqiqiy gismi uchun

[e @]
1 —rcosyp
k
ko — 9.1.13
]; oS RY 1—2rcosp+1r? ( )

tenglikni va gatorning mavhum gismi uchun, & = 0 ga mos kelgan
hadning nolga tengligini hisobga olsak,

(o) .
b rsin
ko = 9.1.14
; SR 1 —2rcosp+r? ( )
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tenglikni olamiz.

Odatda (9.1.13) tenglik quyidagi ko‘rinishda yoziladi:
1 1—7?
2 1—2rcosp+r?

1 o~
5+ > rFcoskyp = (9.1.15)
k=1

Bu (9.1.15) tenglikning o‘ng tomonidagi funksiya Puasson yad-
rosi deb ataladi. Barcha 0 < r < 1 larda o‘rinli bo‘lgan (9.1.14) va
(9.1.15) munosabatlar matematikaning turli tarmoglarida muhim
ahamiyatga ega. Misol tarigasida kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar
nazariyasini, analitik funksiyalar nazariyasini, xususiy hosilali tengla-
malar uchun chegaraviy masalalar nazariyasini va garmonik tahlilni
keltirish mumkin.

2 - eslatma. (9.1.12) ayniyatdan z = €% £ 1 bo‘lganda

n 1 — etntlep

§ : ik
e -
1—e¥w

k=0
tenglik kelib chigadi. Bunda haqiqiy qismni ajratsak, quyidagi muhim
munosabatga ega bo‘lamiz:
sin | n + L
5 )¢

n
k—1 Sin —
2

(9.1.16) tenglikning o‘ng tomonidagi kattalik Dirizle yadrosi deb

atalib, trigonometrik funksiyalar nazariyasida asosiy rolni o‘ynaydi.

N | —

§ 9.2. Musbat hadli qatorlar

1. Ushbu bandda biz barcha hadlari manfiy bo‘lmagan gator-
larni o‘rganamiz. Bunday qatorlarni, o‘rnatilgan an’anaga rioya qil-
gan holda, musbat hadli qatorlar deb ataymiz (aslida "manfiy bo‘lma-
gan hadli qatorlar"deb atash mantigan to‘g‘riroq bo‘lar edi). Mus-
bat hadli gatorni garayotganimizni alohida ta’kidlash magsadida
gatorning n-hadini bu bandda p; simvoli orgali belgilaymiz.
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Shunday qilib,

(o)
> e pe >0, (9.2.1)
k—1

gatorni qaraymiz va uning qanday shartlarda yaqinlashishini o‘rgana-
miz. Dastavval musbat hadli qatorlar yaginlashishi hagidagi nav-
batdagi sodda kriteriyni keltiramiz.

9.2.1 - tasdiq. Musbat hadli (9.2.1) qatorning yaqinlashishi
wchun bu qator qismiy yigindilari ketma-ketligining chegaralangan
bo‘lishi zarur va yetarli.

Hagigatan, garalayotgan holda gismiy yig‘indilar ketma-ketligi
monoton o‘suvchi bo‘lib, 2.2.1 - teoremaga ko‘ra, u faqat chegara-
langan bo‘lganda yaqinlashadi.

2. Navbatdagi teorema (9.1.8) ko‘rinishdagi bahoning bajarili-
shini tekshirish yo‘llaridan birini beradi.

9.2.1 - teorema (Koshi alomati). Agar 0 < ¢ < 1 bo‘lib,
biror N nomerdan boshlab

VP <a, k=N, (9.2.2)

tengsizlik bajarilsa, (9.2.1) qator yaqinlashadi.
Isbot garalayotgan gator hadlari

e < g~

shartni gqanoatlantirishidan kelib chigadi. Chunki bu shart, 9.1.3 -
teoremaga ko‘ra, (9.2.1) qatorning yagqinlashishini kafolatlaydi.

9.2.2 - teorema (Dalamber alomati). Agar 0 < ¢ < 1 bo‘lib,
biror N nomerdan boshlab

Petl 0 k>N, (9.2.3)

Pi

tengsizlik bajarilsa, (9.2.1) qator yaqinlashadi.
Isbot. Ravshanki, (9.2.3) tengsizlikni

Pr+1 Pk
a1 = T L>» k 2 Nv
gkt g~
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ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu esa p—]]j ketma-ketlikning k£ > N
da monoton kamayuvchi ekanini anglatadi. Shuning uchun,
PE PN

7~ gV
Demak, 9.1.3 - teoremaga ko‘ra (9.2.1) qator yaqinlashadi.ll
3. Navbatdagi alomatni qo‘llash uchun ikki qo‘shni hadlar nis-
batining limitini hisoblash talab qilinadi.
9.2.3 - teorema (Dalamberning limit ko‘rinishidagi alo-
mati). Agar berilgan qatorning hadlari biror nomerdan boshlab mus-
bat bo ‘ib,

~C, k>N.

lim 2 — (9.2.4)
k—oco Pk

limit mavjud bo‘lsa, (9.2.1) qator Q@ < 1 bo‘lganda yaginlashadi va
Q > 1 bo‘lganda esa uzoglashads.
Isbot. Shartga ko‘ra, istalgan £ > 0 uchun k£ > N(£) bo‘lganda

Q—e<%<@+€ (9.2.5)

tengsizlik bajariladi.

1) Agar @ < 1 bo‘lsa, € > 0 ni shunday kichik qilib tanlaymiz-
ki, @ + £ = ¢ < 1 bo‘lsin. U holda (9.2.5) ning o‘ng tomonidagi
tengsizlikka ko‘ra, barcha k > N nomerlar uchun

PR < g, k2N,
Pk
baho o‘rinli bo‘ladi va demak, (9.2.1) qator 9.2.2 - teoremaga asosan
vaginlashadi.

2) Agar @ > 1 bo‘lsa, £ > 0 ni shunday kichik qilib tanlaymizki
@ —= = q > 1 baho bajarilsan. U holda (9.2.5) ning chap tomonidagi
tengsizlikka ko‘ra, biror N nomerdan boshlab

PE+1 > 1
Pk
tengsizlik bajariladi, ya’ni

Pk+1 = Dk
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Demak, (9.2.1) qator hadlari ketma-ketligi monoton o‘sadi. Shu-
ning uchun bunday ketma-ketlik nolga yaqinlashmaydi va natijada,
(9.2.1) qator uzoqlashadi.l

Yuqorida mushat hadli qatorlar uchun o‘rnatilgan yaginlashish
alomatlarini qo‘llab, umumiy ko‘rinishdagi sonli gatorlar uchun yaqin-
lashish alomatlarini olish mumkin. Bunga misol tarigasida navbatda-
gi muhim ahamiyatga ega bo‘lgan alomatni keltiramiz.

Shunday qilib, yana umumiy ko‘rinishdagi

i ax (9.2.6)
k=1

sonli qatorni qaraymiz.

9.2.4 - teorema (yuqori limit ko‘rinishidagi Koshi alo-
mati). Agar quyidagi

km Vlag] = Q (9.2.7)
—00

yuqori limit mavjud bo‘lsa, (9.2.6) qator Q@ < 1 bo‘lganda yaqin-
lashadi va Q > 1 bo‘lganda esa uzoqlashads.

Isbot. 1) Avval @ < 1 deylik. Yuqori limit ta’rifiga ko‘ra, ix-
tiyoriy & > 0 uchun shunday N(£) nomer topiladiki, & > N(g)
bo‘lganda

Va| < Q+¢ (9.2.8)

tengsizlik bajariladi.
Musbat £ > 0 ni shunday kichik qilib tanlaymizki, @+ = ¢ < 1
bo‘lsin. U holda (9.2.8) tengsizlik
|ak|1/k < q, k > N(g)v

ko‘rinishga keladi, ya’ni

lag| < qk, k> N(g).
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Shu sababli, 9.1.3 - teoremaga ko‘ra,

(o)
>l
k=1

gator yaginlashadi. Demak, umumiy taqqoslash alomatiga, asosan,
(9.1.2 - teorema), (9.2.6) qator ham yaqinlashadi.

2) Endi @ > 1 bo‘lsin. U holda, (9.2.7) tenglikka ko‘ra, shunday
{an,} qismiy ketma-ketlik topiladiki, istalgan ¢ > 0 uchun biror
N () nomerdan boshlab (ya’ni k& > N(g) bo‘lganda)

|ank|1/nk > Q —£

tengsizlik bajariladi.
Musbat £ > 0 ni shunday kichik qilib olamizki, J—s > 1 bo‘lsin.
U holda k& > N(¢) lar uchun

|, | > 1
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya'ni
|an, | > 1.

Demak, (9.2.6) qator hadlari nolga intilmaydi va natijada, ushbu
gator uzoqlashadi.ll

4. Qatorlar uchun yuqorida keltirilgan yaqginlaghish alomatlari
berilgan qatorni hadlari geometrik progressiya tashkil giluvchi boshqa
bir gator bilan taqqoslashga asoslangan bo‘lib, ular biroz "dag‘al"
alomatlar deb hisoblanadilar. Xususan, shuni qayd etish lozimki,
chegaraviy ¢) = 1 hol uchun bu alomatlar gatorning yaginlashuv-
chi yoki uzoqglashuvchi bo‘lishini aniglab bera olmaydi. Navbatdagi
nishatan "sezgir" alomat sonli gqatorlarning ancha keng sinfi uchun
ularning yaqinlashishi to‘g‘risidagi masalani hal gilishga imkon be-
radi.
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9.2.5 - teorema (Koshi-Maklorenning integral alomati).
Agar f(x) funksiya x > 1 yarim to‘g‘ri chizigda monoton kamayuv-
chi bo‘lib, manfiy bo‘lmasa, w holda bu funksiya giymatlariden tuzil-
gan

S Fk) = F)+F@)+FGB) A+ (9.2.9)
k=1

qatorning yaqinlashishi uchun
/f(w) dx (9.2.10)
1

zosmas integralning yaqinlashishi zarur va yetarli.
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra, istalgan natural k va ixtiyoriy
x € [k — 1, k] uchun

fR) < fo) < flk=1), k—-l<x<k,

qo‘sh tengsizlik bajariladi.
Bu tengsizlikni [k — 1, k] kesma bo‘yicha integrallasak,

k k k
f(k)dx < flx)yde < flk—1)dx
S = o= |

ga ega bo‘lamiz, yoki

k

k) < / J@)de < [(k—1).

k—1

Endi, hosil bo‘lgan tengsizliklarni k£ bo‘yicha m + 1 dan n gacha
yig‘ib chigsak,

k

S > [ @ < Y s

k=m-+1 k=m-+1 b1 k=m-+1
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munosabat hosil bo‘ladi, yoki

n

n n—1
> Sk < /f(x) de < Y f(k). (9.2.11)
k=m-+1 m k=m

Nihoyat, f funksiyaning manfiy emasligini hisobga olib, Koshi
kriteriysini qo‘llasak, (9.2.11) tengsizlikdan (9.2.9) qator fagat va
faqat (9.2.10) xosmas integral yaqinlashgandagina yaqinlashishi ke-
lib chigadi.l

9.2.1 - misol. Quyidagi gatorni qaraymiz:

y L (9.2.12)
ka
k—1

Koshi-Maklorenning integral alomatiga asosan, bu gator ushbu

o0
dx
e
1

(9.2.13)

birinchi tur xosmas integral bilan bir vaqtda yoki yaqinlashadi, yoki
uzoqlashadi.

Yuqorida, 6.6.1 - misolda (9.2.13) integralning o > 1 da yaqin-
lashishi va @ < 1 da uzoqlashishi ko‘rsatilgan edi. Demak, (9.2.12)
gator ham « > 1 da yaqinlashar va a < 1 da esa uzoqlashar ekan.

Eslatma. Albatta, 9.2.5 - teoremadagi f(x) funksiya monoton-
ligi haqgidagi shartni > 1 yarim to‘g‘ri chizigda talab qilishga ehti-
voj voq. Buning o‘rniga bu shartni biror natural N sonidan boshlab
bajarilishini, yami f(x) funksiyaning > N yarim to‘g‘ri chiziqda
monoton kamayishini talab qilish yetarli.

9.2.2 - misol. Ushbu

; m (9.2.14)

gatorni qaraymiz.
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Koshi-Makloren alomatiga ko‘ra, (9.2.14) qator quyidagi

/m o) (9.2.15)
3

ko‘rinishdagi birinchi tur xosmas integral bilan bir vaqtda yoki yaqin-
lashadi, yoki uzoqlashadi.
Modomiki

A

A In
/ / (Inz) B / dt

x(lnx)® In 2)e to
3

3 In3

ekan, (9.2.15) integral o > 1 da yaqinlashadi va o < 1 da uzog-
lashadi. Bundan chiqdi, (9.2.14) qator ham « > 1 da yaqinlashar va
a < 1 da uzoqlashar ekan.

5%. Koshi-Makloren alomatini ishotlashda qo‘llanilgan yig‘indini
integral bilan almashtirishga asoslangan usul berilgan qatorning na
faqat yaginlashish yoki uzoqglashishini aniglashga, balki gqator uzoq-
lashuvchi bo‘lgan holda uni gismiy yig‘indilarining o‘sishini baho-
lashga ham imkon beradi. Boshgacha aytganda, ana shu usul yor-
damida bunday yig‘indilarning asimptotikasini aniglash mumkin.

9.2.3 - misol. Garmonik gatorning n ta hadi yig‘indisi uchun
quyidagi

IR I N oA O<l>, n— oo, (9.2.16)
2 3 n n
asimptotik bahoni ishotlaymiz. Bu tenglikdagi C' o‘zgarmas soni
Eyler o‘zgarmasi deb ataladi.
Avvalo, istalgan natural k& soni uchun k£ — 1 < 2 < k oraliqda
yotuvchi o sonining butun qismi [z] = k — 1 ga tengligini qayd
etamiz. Shu oraliqda 1/k = 1/(]z] 4+ 1) tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun
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Agar bu tengliklarni £ bo‘yicha 1 dan n gacha yig‘ib chigsak,

Z Z o/ [2] +1

k=1 k=1 k

T =

L\»

hosil ho‘ladi.
Bu tenglikdan

tenglikni ayirsak,

z”:% n(nt1) O/( 1‘xi1>dmo/<[x]i1_>@+1>dw

(9.2.17)

munosabatga ega bo‘lamiz.
Endi

0

_ x — [x]
C = 0/ CEDES da (9.2.18)

deb belgilaymiz.
Ravshanki, bu xosmas integral yaqginlashadi, chunki

0<z—|z| <1
va shu sababli > 1 bo‘lganda quyidagi

0 < x — |2 < 1
T (] + D+ 1) x?
go‘sh tengsizlik o‘rinlidir.
Agar bu tengsizlikni integrallasak,

0

x — |2 T do B
0= / ([x]+1)(x+1)dm = /ﬁ n

n n

—_
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bahoga ega bo‘lamiz. Bundan chiqdi, (9.2.17) tenglikning o‘ng tomoni-
dagi integral uchun quyidagi

f el 1
O/([w]+1)(x+1)dx0+0<5>, n>1,

tenglikni yozish mumkin ekan.
Demak, qayd etilgan (9.2.17) tenglikdan

"1 1
| 1 b >
> - n(n + 1) +C+O<n>, n>1,

munosabat kelib chigadi.
Talab gilingan (9.2.16) asimptotik bahoni olish uchun

1
Infn+1) = Inn + O(E)’ n>1,

ekanini qayd qilish yetarli.

Shuni aytish joizki, C' = 0,57721566490... sonning arifmetik
tabiati yaxshi o‘rganilmagan. Xattouning ratsional yoki irratsion-
al ekani ham noma’lum.

6*. Uzoqlashuvchi qatorlar gismiy yig‘indilarining bizga ma’lum
baholaridan foydalanib, yangi uzoqlashuvchi gatorlar uchun ham
giziqarli formulalar olish mumkin.

9.2.4 - misol. Quyidagi
1+l+l+...+ ! :ln(2\/ﬁ)+%+0 % , M=o,

3 5 2n—1
(9.2.19)
asimptotik bahoni isbotlaymiz, bu yerda C - Eyler o‘zgarmasi.
Garmonik gatorni

1+
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. 1 1 1 11 1 1

= ( +§+5+"'+2n—1> + <§+Z+E+'"+%>
(9.2.20)

ko‘rinishda yozib olamiz.

Agar garmonik gatorning birinchi n ta hadining yig‘indisini .S,
orqali belgilasak, (9.2.20) ayniyatning chapida Ss, turganini va o‘ng
tomondagi ikkinchi yig‘indi esa S,,/2 ga tengligini ko‘ramiz. Shuning
uchun, bu ayniyatni

11 1
Lo+t

1
s +s S = S~ 55 (9.2.21)

kabi yozib olishimiz mumkin.
Endi (9.2.16) asimptotik bahoni qo‘llasak,

5%—%Sn{m@m+c+0<%ﬂ—%hm+o+o<%ﬂ

1 1 1
= In2 —1 — — 2.
n +2nn+20+0<n> (9.2.22)
munosabatga ega bo‘lamiz.

Bu ikki (9.2.21) va (9.2.22) tengliklardan, ravshanki, talab qilin-
gan (9.2.19) asimptotik baho kelib chigadi.

§ 9.3. Absolyut va shartli yaqinlashuvchi gatorlar

1. Xosmas integrallar uchun absolyut va shartli yaqinlashishlar
kiritilgani kabi, sonli qatorlar uchun ham absolyut va shartli yaqin-
lashish tushunchalarini kiritish mumkin.

Ta’rif. Agar
[e @]
>l (9.3.1)
k=1
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qator yaginlashuwvchi bo‘lsa,

fﬁk (9.3.2)
k=1

qator absolyut yaginlashadi deymiz.

Umumiy taqqoslash alomatidan har qanday ahsolyut yaginlashuv-
chi qatorning yaqinlashuvchi ekani bevosita kelib chigadi.

Ta’rvif. Agar (9.3.2) qator yaqinlashib, (9.3.1) qator uzoglashsa,
(9.3.2) qator shartli yaginlashadi deymiz.

Avvalgi paragrafda o‘rganilgan Koshi va Dalamber yaqinlashish
alomatlari aslida berilgan gatorning absolyut yaqilashishini kafolat-
laydi. Shartli yaqinlashuvchi gatorlarni o‘rganish, ya’ni ular uchun
vaginlashish alomatlarini aniglash, ancha nozik masalalardandir.
Quyida biz shunday alomatlardan ba’zilari bilan tanishamiz.

Navbatdagi yaqginlashish alomati quyidagi

> akby (9.3.3)
k=1

maxsus ko‘rinishdagi qatorlarga qo‘llanadi, bunda ax va bg lar haqiqiy
sonlar bo‘lib, ulardan biri ishorasini saglasa, ikkinchisi, masalan ay,
turli ishorali qiymatlar qabul qilishi mumkin. Bu alomat birinchi
tur xosmas integrallar uchun Dirixle-Abel yaginlashish alomatining
diskret ko‘rinighidir.

9.3.1 - teorema (Dirixle-Abel alomati). Agar ay ketma-
ketlikdan tuzilgan (9.3.2) ko ‘rinishdagi qator qismiy yig ‘indilari chegar-
alangan bo‘lsa, ya’'ni

n
D>
k=1

va by ketma-ketlik monoton kamayib,

<M (9.3.4)

b > beyr, k=1,2, .., (9.3.5)

nolga intilsa,
b =0, k— oo, (9.3.6)
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u holda (9.3.3) qator yaginlashadi.
Isbot. S,, simvol orqali > ax qatorning qismiy yig‘indilarini bel-
gilaylik. U holda
ar = Sk — Sk—1

bo‘ladi va shu sababli istalgan n > m nomer uchun

D akbe= Y (Se—Sk-1)bk= D> Skbe— Y Skoibi—
k=m-+1 k=m-+1 k=m-+1 k=m-+1
n n—1
= Z Skbr — Z Skbrt1
k=m-+1 k=m

tenglikka ega bo‘lamiz.
Demak,

n

Z ag by = Z Sk(be — bryr1) + Snbnyi — Smbmgi.
k=m-+1 k=m-+1

Modomiki, (9.3.4) shartga ko‘ra, |S,| < M ekan, oxirgi tenglik-
dan

n

Z ap bk

k=m-+1

n

< Z M b — by1| + Mboyr + Mbpy
k=m-+1

bahoni olamiz.

(9.3.5) monotonlik shartiga asosan |by —bg 1| = bx —bg41. Shun-
day ekan, oxirgi tengsizlik o‘ng tomonidagi yig‘indi aynan M by,41 —
Mb,41 ga teng bo‘ladi. Bundan chiqdi,

n

Z ap bk

k=m-+1

< 2Mbyy1. (9.3.7)

Nihoyat, (9.3.6) shartdan foydalansak, (9.3.7) tengsizlik chap
tomonidagi yig‘indining nolga intilishi kelib chigadi. Demak, Koshi
kriteriysiga asosan, (9.3.3) qator yaginlashar ekan.ll
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Ta’rif. Agar barcha by, k = 1,2,3, ... sonlar musbat bo‘lsa,

(=) = by — by +bg — by + ... (9.3.8)
k=1

ko ‘rinishdagi qator ishorasi navbatlashgan qator deyilads.

9.3.2 - teorema (Leybnits alomati). Agar b musbat sonlar
ketma-ketligi monoton ravishda nolga yaqinlashsa, (9.3.8) ishorasi
navbatlashgan qator yaginlashuvchi bo ladi.

Isbot. Agar ar = (—1)*~! desak va

n

Sp = > ap= > (—1)F!
k=1

=1

deb belgilasak, ravshanki, S; = 1, .59 = 0 va umuman
Sgn_l :1, Sgn:(), n:1,2,3,...

tengliklar bajariladi.

Shunday ekan, S, yig‘indilar ketma-ketligi chegaralangan ho‘lib,
biz 9.3.1 - teoremani qo‘llashimiz mumkin. Bu teoremadan esa (9.3.8)
gatorning yaginlashuvchi ekani kelib chigadi.ll

9.3.1 - misol. Ushbu

(!

> e (9.3.9)

k=1

gatorni yaginlashishga tekshiring.

Leybnits alomatiga asosan, bu qator istalgan « > 0 lar uchun
yagqinlashuvchidir. Ammo shuni aytish joizki, 9.2.2 paragrafdagi mis-
olga ko‘ra, (9.3.9) qator 0 < « < 1 bo‘lganda faqat shartli yaqin-
lashadi.

2. Ma’lumki, qo‘shish arifmetik amali kommutativlik va assot-
siativlik xossalariga ega. Shu sababli, chekli sondagi hadlar yig‘indisi-
ni garayotganda, ular gaysi tartibda joylashgani ahamiyatga ega
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emas. Ammo, cheksiz sondagi hadlarni qo‘shayotganda, hadlarning
gaysi tartibda joylashgani muhim rol o‘ynaydi.
9.3.2 - misol tariqasida

(o)
1——+§——+ Z (9.3.10)
k=1

gatorni garaylik.
Bu gatorning yaqinlashishini ko‘rsatish vauning yig‘indisini hisob-
lash uchun quyidagi

x? 3 2t

— _ -7 _ nlm
In(l+2z) = =« 2+3 4+...+( 1) + Rny1

Teylor formulasidan foydalanamiz, bunda R,1 qoldiq had Lagranj
ko‘rinishida olingan bo‘lib, ya’ni

D 1
ntl (14&ntt

Bui = (~1)"

bo‘lib, ¢ = &, (x) bilan 0 < £ < 1 intervalga tegishli biror nuqta
belgilangan.
Xususan, agar x = 1 bo‘lsa,

11 1 1
n2 = 1l—=—4+-—=4 ..+ (-1t =
n st3—1+ +(=1) —+ Rap

bo‘lib, qoldiq had
1

“n+1

(9.3.11)

bahoni gqanoatlantiradi.
Endi S, orqali (9.3.10) qatorning qismiy yig‘indisini belgilasak,
oxirgi tenglikdan
Sn = In2 — Rn+1

munosabat kelib chigadi.
Ravshanki, (9.3.11) bahoga ko‘ra,

Jn, Bt = 0.
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Shuning uchun,
lim S, = In2,

n— o0

ya'ni (9.3.10) qator yaqinlashar va uning yig‘indisi In 2 ga teng ekan.
Bu gatorning juft 2n nomerli gismiy yig‘indisini quyidagi ko‘rinish-
da yozib olamiz

1 11 1 1
= (11— = o) 4 N
52 ( 2>+<3 4>+ + <2n—1 2n>

— zn: <2k1_1 - %) (9.3.12)

k=1

Endi (9.3.10) da, har bir musbat haddan keyin ikkita manfiy
had keladigan qilib, hadlarini o‘rnini almashtiramiz:

l—-—— 4 o= = — = to————= - (9313

Albatta, bunday almashtirish natijasida hosil bo‘lgan qator (9.3.10)
gatordan fagat hadlarining joylashish tartibi bilan farq giladi.

Agar yangi (9.3.13) qatorning gismiy yig‘indisini S/, simvol bilan
belgilasak,uning 3n nomerli qismiy yig‘indisini

S’ —{1 l 1 + l 1 l Joee 1 1 1 .
dn 2 4 3 6 8 on—1 4n—2 4n)

- Z <2k—1 4k;1—2 _i> (9:3.14)

ko‘rinishda yozish mumkin.
Bu tenglikni o‘ng tomonidagi har bir qavsda birinchi ikki kasrni
umumiy maxrajga keltirsak,

" 1 1 & 1
Sho = D <4k—2 ) T2 2 <2k—1 2k:>

k=1 k=1
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munosabatga ega bo‘lamiz.

Hosil bo‘lgan tenglik bilan (9.3.12) tenglikni taqqoslab,

1
Sil%n - 5 Son

ni olamiz.

Natijada, boshlang‘ich (9.3.10) qator yig‘indisi S va hadlarining
o‘rni almashtirilgan (9.3.13) qator yig‘indisi S’ o‘zaro quyidagi teng-
lik bilan bog‘langanligini ko‘rish giyin emas:

ya'ni (9.3.10) qator yig‘indisi, hadlarining joyi o‘zgargandan keyin,
ikki marta kamayib, In v/2 ga teng bo‘lib qoldi.

3*. O‘rganilayotgan (9.3.10) qator bundanda qiziqarli xossaga
ega: (9.3.10) qatorning hadlarini tegishli ravishda o‘rnini almashtib,
uni istalgan avvaldan berilgan songa yaqginlashuvchi gilish mumkin.

Hagigatan, agar hadlarining o‘rnini almashtirish natijasida hosil
bo‘lgan qator gismiy yig‘indilari S}, ,,,, berilgan (9.4.10) gatorning n

ta dastlabki musbat va m ta dastlabki manfiy hadlariga ega bo‘lsa,

n m

1 1
S;‘*m:zzk;—1 _;%

k=1

bo‘ladi.
Bu tenglikdan, (9.2.14) va (9.2.17) asimptotik formulalarga aso-
san,

Shpm = {1H(2\/ﬁ)+%+0<%>} - Blnm+%+0<i>} =

m

1
= In2 + ) + o(l), n— o0, m— oo,
2 m

baho kelib chigadi.
Ravshanki, istalgan musbat p son uchun (9.3.10) qator hadlari-
ning o‘rnini shunday almashtirish mumkinki, natijada hosil bo‘lgan
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yvangi qatorning har bir gismiy yig‘indisida musbat hadlarining soni
n ni manfiy hadlari soni m ga nisbati p ga yaqinlashadi. Shun-
day ekan, oxirgi asimptotik bahoga ko‘ra, yangi qatorning yig‘indisi
In(2,/p) ga teng bo‘ladi.

Masalan, yangi hosil bo‘lgan gatorda har bir mushat haddan
so‘ng bitta manfiy had kelsa, m = n va p = n/m = 1 bo‘lib, qator
yig‘indisi In 2 ga teng bo‘ladi. Bordi-yu, yangi qatorda har bir mus-
bat haddan so‘ng ikkita manfiy had kelsa, m = 2n va p = n/m =
1/2 bo'lib, qator yig‘indisi In v/2 ga teng bo‘ladi.

Nihoyat, agar (9.3.10) qatorda har bir musbat haddan so‘ng
to‘rtta manfiy had keladigan qilib hadlar o‘rni almashtirilsa, m =
dn va p = n/m = 1/4 boflib, hosil bo‘lgan qatorning yig‘indisi
In(2+/1/4) = 0 ga teng bo‘ladi.

4. Umumiy holda

o0
> am, (9.3.15)
k—1
t
gator 5
> (9.3.16)
k—1

gator hadlarining o‘rnini almashtirish natijasida hosil bo‘lgan bo‘lishi
uchun my, natural sonlar quyidagi ikki shartni gqanoatlantirishi ke-
rak:

1) agar k # j bo‘lsa, my # m; bo‘ladi;

2) istalgan natural n soni uchun mg = n tenglikni qanoatlantiruv-
chi my son topiladi.

Yuqorida shartli yaginlashuvchi gator yig‘indisi uning hadlari-
ni gqaysi tartibda qo‘shilayotganiga qat’iy bog‘liq ekani ko‘rsatildi.
Agar qator absolyut yaqginlashsa, u hadlari o‘rnini ixtiyoriy o‘zgarti-
rilganda ham yaginlashadi va bunda uning yig‘indisi o‘zgarmaydi.
Boshqgacha qilib aytganda, absolyut yaqginlashuvchi gator o‘rin al-
mashtirish xossasiga egadir.

9.3.3 - teorema. Agar qator absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, bu
qatorning hadlart o‘rnint istalgancha almashtirish natijasida hosil
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bo‘lgan yangi qator ham yaginlashuvchi bolib, uning vyig ‘indisi beril-
gan qator yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, (9.3.16) qator absolyut yaginlashib,uning
yvig‘indisi S ga teng bo‘lsin. Bu gator hadlarining o‘rnini o‘zgartirish
natijasida hosil bo‘lgan (9.3.15) gatorni qaraymiz va uning yaqin-
lashuvchi bo‘lib, yig‘indisi aynan S ga tengligini ko‘rsatamiz. Buning
uchun S/, orqali (9.3.15) qatorning gismiy yig‘indilarini belgilaymiz:

Sho= > my (9.3.17)
k=1

va istalgan ¢ > 0 olganda ham shunday N = N(g) nomer topilib,
barcha k& > N larda
1S, — S| <« (9.3.18)

tengsizlik bajarilishini isbotlaymiz.

Modomiki (9.3.16) qator absolyut yaginlashar ekan, Koshi kri-
teriysiga asosan, berilgan ¢ > 0 uchun shunday m = m(e) nomer
topiladiki, barcha natural p sonlar uchun

m—+p

g
> lal <5 (9.3.19)
k=m-+1
tengsizlik bajariladi.
Demak, (9.3.16) qatorning Sy, qismiy yig‘indilari quyidagi teng-
sizlikni qanoatlantiradi:

m+p m+p

€
|Smtp — Sml = Z ag| < Z lak| < 5
k=m-+1 k=m-+1
Bundan, p — oo desak,
1S — Sp| < % m = m(e), (9.3.20)

bahoga ega bo‘lamiz.
Yuqorida aniglangan m = m(e) sonni tayinlab, N = N(g)
nomerni shunday katta qilib olamizki, n > N bo‘lganda berilgan
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gatorning hadlari o‘rnini almashtirish natijasida hosil bo‘lgan qa-
torning (9.3.17) ko‘rinishdagi S/, qismiy yig‘indilari quyidagi

al, ag, A3, ..., Qm

hadlarni o‘z ichiga olsin.
U holda, shunday aniglangan ixtiyoriy qismiy yig‘indini

m
S;z = Z a; + Zlak
Jj=1 k

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda shtrix orqali S}, ga kiruvchi
k > m nomerli a; elementlardan iborat yig‘indi belgilangan.
Shunday ekan, yetarlicha katta p lar uchun, (9.3.19) ga asosan,

m—+p -
[Sh = Sm| = Y lml < 5 n=N,
k=m-+1

tengsizlik bajariladi.

Bundan, (9.3.20) ni ¢’tiborga olsak, n > N bo‘lganda talab qilin-
gan (9.3.18) tengsizlikka ega bo‘lamiz:

, g €

50 = SL < IS = Su| +1Sm = S| < 5+ 5 — = W

Natija. Agar musbat hadli gator yaginlashsa, u hadlarining o ‘rni-
ni istolgancha almashtirgondan keyin ham zuddi o‘sha yig‘indiga
yaginlashadi.

5. Shartli yaqginlashuvchi (9.3.10) gator hadlarining o‘rnini al-
mashtirish haqidagi yuqoridagi natijani B. Riman umumiy holda
ham isbot gilgan. Chunonchi, agar (9.3.16) qator shartli yaqinlash-
sa, uning hadlarini o‘rnini o‘zgartirish natijasida uni istalgan avval-
dan berilgan songa yaqinlashuvchi gilish mumkin.

Bu teoremani isbot gilishdan oldin, biz shartli yaginlashuvchi qa-
torda musbat hadlari ham, manfiy hadlari ham cheksiz ko‘p ekanini
ko‘rsatamiz. Aslida biz bundanda kuchliroq natijani, ya’ni bunday
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gatorlarda musbat hadlarining yig‘indisi ham, manfiy hadlarining
yig‘indisi ham chegaralanmagan ekanini isbotlaymiz.

Shu magsadda (9.3.16) gatorning n - nomerli gismiy yig‘indisi
tarkibiga kiruvchi musbat hadlari yig‘indisini P(n) simvol orqali va
o‘sha qismiy yig‘indi tarkibiga kiruvchi manfiy hadlarining absolyut
giymatlari yig‘indisini Q(n) simvol orqali belgilaymiz.

9.3.1 - tasdiq. Agar (9.3.16) qator shartli yaginlashsa, u holda

lim P(n) = lim Qn) = +oo (9.3.21)

n—ro0 n—ro0

tenglik bajarilads.
Isbot. Ravshanki, P(n) va Q(n) kattaliklar ta’rifiga ko‘ra, (9.3.16)
qatorning n - nomerli qismiy yig‘indisi

n
> — Q) (9.3.22)
k=1
ga teng bo‘lib, hadlarni absolyut giymatlaridan hosil bo‘lgan qa-
torning n - qismiy yig‘indisi esa

Z P(n) + Q(n) (9.3.23)

ga teng.
Endi qayd etamizki, (9.3.16) gatorning biror S soniga yaqin-
lashishi

n—ro0

lim > ap = S (9.3.24)
=1

tenglik bajarilishini anglatsa, ko‘rsatilgan qatorning shartli yaqin-
lashishi esa, qatorning absolyut yaqinlashmas ekanini, ya’ni

n—ro0

lim > fax| = +o0 (9.3.25)
=1

munosabat bajarilishini anglatadi.
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Agar (9.3.24) va (9.3.25) tengliklarni (9.3.22) va (9.3.23) teng-
liklar bilan taqqoslasak,

Jim [P(n) —Q(n)] = 5, lim [P(n) +Qn)] = +oo

tengliklarga ega bo‘lamiz.

Ravshanki, bu munosabatlardan talab qilingan (9.3.21) tenglik
kelib chigadi.l

Endi, (9.3.21) munosabatlarga asoslanib, yuqorida qayd etilgan
Riman teoremasini isbotlash qiyin emas.

9.3.4 - teorema (B. Riman). Agar (9.3.16) qator shartli yaqin-
lashsa, istalgan hagigiy A soni uchun bu qator hadlari o‘rnini shun-
day almashtirish mumkinki, natijada hosil bo‘lgan (9.3.15) qator
yaginlashuvchi bo‘lib,uning yig‘indisi A ga teng bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, (9.3.16) gator shartli yaginlashsin. U hol-
da, gator yaginlashishining zaruriylik shartiga ko‘ra, bu gatorning
musbat hadlari ham, manfiy hadlari ham nolga intiladi. Shuning
uchun gatorning musbat hadlarini kamayuvchi tartibda joylashtiri-
shimiz mumkin. Bunda hosil bo‘lgan ketma-ketlikni {pg} orqali bel-
gilaymiz. Xuddi shunga o‘xshash, manfiy hadlar absolyut giymat-
larini kamayuvchi tartibda joylashtirib, hosil bo‘lgan ketma-ketlikni
{qx} orqali belgilaymiz.

9.3.1 - tasdiq va 9.3.3 - teoremaning natijasidan quyidagi muno-
sabatlar kelib chigadi:

[e @] [e @]
STk = oo, D g = +oo. (9.3.26)
k=1 k=1

Endi A ixtiyoriy berilgan haqiqiy son bo‘lsin. (9.3.16) qator had-
larini o‘rnini quyidagi ravishda almashtiramiz.

1) Dastlab musbat hadlarni shunday qo‘shib boramizki, toki
ularning yig‘indisi S(n1) = p1 +p2 + ... + pn, berilgan A dan oshsin.
Bunga erishishimiz bilan, hosil bo‘lgan yig‘indidan g1, g2, ..., gm, son-
larni shunday ayirib boramizki, toki

Sni+mi1) = pr+pet..+Pny — @1 —G2— .. — Gm, (8.3.25)
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kattalik A dan kichik bo‘lsin. Modomiki (9.3.26) shart bajarilar
ekan, bu har ikki gadamni ham amalga oshirish mumkin.

2) Ikkinchi qadamda yana py,, 1+ pn, 2+ ... + pn, musbat had-
larni shunday qo‘shib boramizki, toki ularning umumiy yig‘indisi

Sna+mi1) = pr+pet+ . c+Po — @1 —q2— o — Gy +

+ Prni+1 + Prni+2 + ... +pn2
yana A dan oshib ketsin. So‘ngra, hosil bo‘lgan yig‘indidan

qm1+17 qm1+27 ceey (ng

sonlarni shunday ayirib boramizki, toki
Sz tma) = prtpettpe — @—q2— . —Gm +

+ pn1+1 +pn1+2 + +p’fl2 - qm1+1 - qm1+2 T oeee T qmg
giymat A dan kichik bo‘lsin.

k) Bu jarayonni davom ettirib, k-qadamda hosil gilingan S(ng_1+
mi—1) yig'indiga musbat hadlarni shunday qo‘shib boramizki, to-
ki umumiy yig‘indi S(ny + mg_1) berilgan A sondan oshib ketsin,
so‘ngra, manfiy hadlarni shunday qo‘shib (ya'ni ¢; larni ayirib) bo-
ramizki, toki umumiy yig‘indi S(ng + myg) o‘sha A sondan kichik
bo‘lsin.

Albatta, bu jarayon hech gachon tugamaydi. Chunki har bir
qadamda biz hech bo‘lmasa bitta musbat va bitta manfiy hadni
qo‘shib borayapmiz va bunday hadlarning soni, yuqorida ko‘rsatgani-
mizdek, cheksiz ko‘pdir. Bu jarayon natijasida biz (9.3.16) qator
hadlarining o‘rni almashtirilgan yangi qatorga ega bo‘lamiz.

Mana shu yangi gatorning S(n) qismiy yig‘indilari berilgan A
soniga yaqinlashishini ko‘rsatamiz. Ravshanki, hadlar o‘rnini almash-
tirish jarayoniga asosan, k— qadamdan so‘ng gismiy yig‘indilar A +
Pm,, sonidan oshib ketmaydi va, xuddi shu kabi, A — ¢, dan kichik
ham bo‘lmaydi. Bundan chiqdi, n > nx + mg bo‘lganda quyidagi

A= Gu, < SM) < A+ pa, (9.3.27)
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qo‘sh tengsizlik bajariladi.
Shartga ko‘ra (9.3.16) qator shartli yaginlashgani sababli, bu
qator hadlari nolga yaqinlashadi. Demak, (9.3.27) dan
lim S(n) = A
n—o0
munosabat kelib chigadi, ya'ni hadlarining o‘rni almashtirilgan qa-
tor avvaldan berilgan A soniga yaqinlashar ekan.ll
Eslatma. Xuddi yuqoridagi usul bilan shartli yaginlashuvchi
gatorni 400 yo —oo ga intiladigan, yoki bo‘lmasa umuman limit-
ga ega bo‘lmaydigan qilib hadlarini o‘rnini o‘zgartirish mumkinligi
ko‘rsatiladi.

§ 9.4. Ikki karrali qatorlar

Haqiqiy sonlarning {a,x } ko‘rinishdagi ikki karrali ketma-ketligi-
ni qaraymiz, bu yerda n va k indekslar barcha natural giymatlarni
gabul giladi. Ushbu

(o)
> ok (9.4.1)
n, k=1

formal yig‘indini yozib, uni ikki karrali qator deb ataymiz.

Oddiy sonli qatorlardan farqli ravishda ikki karrali gqator yig‘indisi
turli usullarda aniglanishi mumkin. Matematik tahlilning tadbiqlari-
da (9.4.1) ikki karrali qatorni takroriy qator deb garash, ya’ni qator

yig‘indisi sifatida
[e @] [e @]
s = Z <Z ank> (9.4.2)
n=1 \k=1

sonni olish ayniqgsa ko‘p uchraydi.
Bunday aniqlashda yig‘indi olish tartibi muhim ahamiyatga ega,
chunki boshqa tartibda olingan

§* — i < 3 ank> (9.4.3)
1

k=1 \n=
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yig‘indi s sonidan farq qilishi, yoki umuman mavjud bo‘lmasligi
mumkin.

9.4.1 - misol. Qator hadlari a,r = (0pr — d2n, %) ko‘rinishda
aniglangan bo‘lsin, bunda d,r orgali Kroneker del‘ta-simvoli deb
ataluvchi quyidagi kattalik belgilangan:

~J 1, agar n=k bo'lsa,
e 0, agar n#k bolsa.

U holda istalgan n nomer uchun

> (Snk = San,k) = 0 (9.4.4)
k=1

tenglik bajariladi, chunki (9.4.4) cheksiz yig‘indida faqat ikki had
noldan farqli bo‘lib, bulardan biri (k = n bo‘lgan holda) 1 ga teng
bo‘lsa, ikkinchisi esa (kK = 2n bo‘lgan holda) —1 ga teng. Demak,
(9.4.2) qator yaqinlashadi va s = 0 bo‘ladi.

Ammo istalgan toq k£ nomer uchun

Z (5nk_52n,k) = Z O = 1
n=1 n=1

tenglik bajariladi, ya'ni bu yig‘indi £ — oo da nolga intilmaydi va
shu sababli (9.4.3) qator uzoqlashadi.

Shuni aytish kerakki, agar (9.4.1) qatorning barcha hadlari mus-
bat bo‘lsa, (9.4.2) va (9.4.3) yig‘indilar ustma-ust tushadi.

9.4.1 - teorema. Ikki karrali (9.4.1) qatorning barcha had-
lari manfiy bo‘lmasin, ya’ni ane > 0 bo‘lsin. U holda, agar (9.4.2)
takroriy qator yaginlashsa, (9.4.3) takroriy qator ham yaginlashadi

ZZ Uk = ZZ Ank (9.4.5)

n=1k=1 k=1n=1
tenglik bajariladi.
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Isbot. Teorema shartiga ko‘ra, istalgan n > 1 uchun

b = > (9.4.6)

5 = i b, (9.4.7)

gator yaqinlashadi.
Shundan foydalangan holda biz istalgan £ > 1 uchun

[e @]
Z Apk — Ck (9.4.8)
n=1
ko‘rinishdagi qatorlarning va quyidagi
[e @]
Z g = §* (9.4.9)
k=1

gatorning yaginlashishini ko‘rsatib,
s = s (9.4.10)

tenglikni isbotlashimiz kerak.
Avval shuni gqayd etamizki, gatorning hadlari manfiy bo‘lmagani
sababli, (9.4.6) tenglikdan istalgan N uchun

ke < by (9.4.11)

T

tengsizlik kelib chigadi.
Bundan, xususan,
Qnk < bn
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tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik va (9.4.7) qatorning yaqinlashishi-
ga ko‘ra esa, istalgan k£ > 1 uchun (9.4.8) qatorning yaqinlashishi
kelib chigadi.

Ikki takroriy yig‘indilardan biri chekli bo‘lgan holda, 9.1.2 - tas-
digqa ko‘ra, yig‘indi tartibini o‘zgartirish mumkin. Bundan chiqdi,
(9.4.11) tengsizlikka asosan,

N N oo
SRR S IR ) SRS S
k=1 k=1n=1 n=1k=1

munosabatga ega bo‘lamiz.

Ravshanki, qator hadlari manfiy bo‘lmagani uchun, N o‘sganda
chap tomondagi yig‘indining monoton o‘sishi kelib chigadi. Shunday
ekan, (9.4.9) qator (demak, (9.4.3) takroriy qator ham) yaqinlashadi
va

s* < s
tengsizlik bajariladi.

Endi yuqoridagi mulohazalarni (9.4.3) qatorga qo‘llasak, teskari
tengsizlikni, ya’ni

s < s*
munosabatni olamiz. Demak, talab gilingan (9.4.10) tenglik bajari-
lar ekan.l

Agar berilgan gator hadlarining ishorasi o‘zgaruvchi bo‘lsa, yu-
qorida qayd etilganidek, (9.4.5) tenglik, umuman aytganda, bajaril-
maydi. Ammo gator absolyut yaginlashsa, navbatdagi teorema qayd
etilgan tenglikning o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatadi.

9.4.2 - teorema. Agar quyidagi

D3 lag (9.4.12)

k=1j=1

takroriy qator yaginlashsa, u holda har ikkala (9.4.2) va (9.4.3)
takroriy qatorlar ham yaginlashadi va ularning yig‘indilari o‘zaro
teng bo‘ladi.
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Isbot. Quyidagi
Dok = max{ank, 0}, @ur = max{—auk, 0}

belgilashlarni kiritamiz.
Ravshanki, bunda

0< Pk < |ank|7 0< nk < |ank| (9'4'13)
tengsizliklar va
Onk = Pnk — Qnk, |ank| = Pnk + Gnk

tengliklar bajariladi.
Shartga ko‘ra

(o)
> a (9.4.14)
j=1

gator absolyut yaqginlashadi. Bundan chiqdi, 9.1.2 - tasdigqa asosan,

o0 o0 o0
E Qjf = E Pik — E ik

tenglik o‘rinli, chunki (9.4.13) tengsizlikdan o‘ng tomondagi qator-
larning yaqinlashuvchiligi kelib chigadi. Demak,

o oo 00 00 0o
ZZ Ujk = ZZ Pik —ZZ Qjk- (9.4.15)
k=1j=1 k=1j=1 k=1j=1

Boshga tomondan, 9.4.1 - teoremaga asosan, (9.4.12) gatorning
vaginlashishidan quyidagi

[e @] [e @]
> lal,
j=1k=1

takroriy qatorning ham yaginlashishi kelib chigadi. Demak, yuqorida-
gi mulohazalarni takrorlasak,

SN am = DD v =D G (9.4.16)
7j=1 1

j=1k=1 j=1k=1

>

k=
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tenglikka ega bo‘lamiz.

Endi 9.4.1 - teoremani qo‘llasak, (9.4.16) va (9.4.15) tengliklar-
ning o‘ng tomonidagi gatorlarning o‘zaro tengligini olamiz. Shun-
day ekan, qayd etilgan tengliklarning chap tomonlari ham o‘zaro
tengdir.M

Natija. [kki karrali {ank} ketma-ketlik indekslari n > k > 1
tengsizlikni ganoatlantirganda aniglangan bo‘lsin. Agar

© n
> D lamd
n=1k=1

qator yaginlashsa, u holda chap va o‘ng tomonlari yaginlashuvchi
qatorlardan iborat bo‘lgan quyidagi

(o) n (o) (o)

Z Z Unk = Z Z Unk

n=1 k=1 k=1n=k
tenglik bajariladi.

Bu tasdiqni isbotlash uchun £ > n bo‘lganda ikki karrali ketma-
ketlik hadlarini a,,x = 0 deb aniglab, (9.4.5) tenglikni qo‘llash yetar-
li.

Eslatma. Agar qator absolyut yaqinlashmasa, xatto (9.4.5) teng-
likning har ikkala tomonida yaginlashuvchi qgatorlar tursa ham, bu
tenglikning bajarilishini kafolatlab bo‘lmaydi.

9.4.2 - misol. Hadlari anx = dnk — (1), & ko'rinishda aniglan-
gan ikki karrali ketma-ketlikni garaymiz. Aniqroq tassovur qilish
magsadida bu ketma-ketlik giymatlarini quyidagi

cheksiz matritsa ko‘rinishida yozib olamiz.

Bu matritsa bosh diagonalida joylashgan barcha elementlar 1
ga teng bho‘lib, undan yuqoridagi diagonalda joylashgan barcha ele-
mentlar —1 ga teng. O‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdiki, bunda har bir
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satr elementlari yig‘indisi ham, ikkinchi ustundan boshlab, har bir
ustun elementlari yig‘indisi ham nolga teng. Birinchi ustun element-
lari yig‘indisiga kelsak, ravshanki, u 1 ga teng. Shunday qilib, qara-
layotgan holda

00 00 0o 0
2.0 =0 D) am=l,
n—1k=1 k=1n=1

yva’ni har ikki takroriy qator yaqinlashsada, ularning yig‘indisi o‘zaro
teng bo‘lmas ekan.

§ 9.5*. Uzoqglashuvchi qatorlarni jamlash

1. Biror ma'noda yig‘indini mos qo‘yish mumkin bo‘lgan qa-
torlar to‘plamini kengaytirish maqsadida bir gator matematiklar
tomonidan sonli qator yig‘indisi tushunchasi umumlashtirib boril-
gani yuqorida gayd etilgan edi. Aynigsa ko‘p uchraydigan umum-
laghtirishlarni E. Chezaro va N. Abel nomlari bilan bog‘lashadi.

Quyidagi

L=141=14 .. = > (=)*! (9.5.1)
k=1

sonli gqatorni garaylik.
Uning gismiy yig‘indilari ketma-ketligi
1,0, 1,0,..,
ko‘rinishga ega bo‘lib, ravshanki, u uzoqlashadi. E. Chezaro bu qis-
miy yig‘indilarning o‘rta arifmetiklarini, ya’ni

Sy + Sy + S5+ ..+ S
o — 2T 2+n‘°’+ +5 (9.5.2)

ketma-ketlikni qarashni taklif qildi. Ravshanki,

S14 8o+ S5+ + S — [g} — 2 = O
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bu yerda 6, sonlar n nomerning toq yoki juftligiga qarab, nolga yoki
1/2 ga teng. Shu sababli

1 Oy,
op = = — —.
" 2 n
Demak,
li !
n1—>I2<> In = 2’

ya'ni (9.5.1) gator gismiy yig‘indilarining o‘rta arifmetiklari 1,2
soniga yaqinlashar ekan.
Endi ixtiyoriy sonli qatorni qaraylik:

iak. (9.5.3)
k=1

Odatdagidek S, simvoli orqaliuning qismiy yig‘indilarini belgi-
laymiz:

Sn = > (9.5.4)
k=1

Ta’rif. Agar

ketma-ketlik uchun

lim ¢, = S
n—r 00

tenglik bajarilsa, (9.5.3) qator S soniga o‘rta arifmetik jamlanadi
deyishads.

Bu limit (9.5.3) gatorning Chezaro ma’nosidagi umumlashgan
yig‘indisi deb ataladi va

(Cv 1)2 ap = S
k=1

ko‘rinishda belgilanadi.
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Yuqorida biz qator yig‘indisini gqismiy yig‘indilarning limiti sifati-
da aniglagan edik. Albatta, o‘z-o‘zidan savol tug‘iladiki, hozir anig-
langan umumlashgan yig‘indi tushunchasi yuqorida kiritilgan gator
yig‘indisi tushunchasi bilan qanday bog‘langan? Boshqacha aytgan-
da, agar gator oddiy ma'noda yaqinlashsa, u Chezaro ma’nosida
jamlanuvchi bo‘ladimi, va, agar javob ijobiy bo‘lsa, Chezaro ma’nosi-
dagi yig‘indi oddiy ma’'nodagi yig‘indi bilan ustma-ust tushadimi?
Navbatdagi tasdiq qo‘yilgan savollarga ijobiy javob beradi, ya’ni bu
tasdiq har bir yaginlashuvchi gator Chezaro ma’nosida yig‘indiga
ega bo‘lib, bu yig‘indi qatorning oddiy yig‘indisi bilan ustma-ust
tushishini ko‘rsatadi.

9.5.1 - teorema (E. Chezaro). Yaginlashuvchi qator gismiy
yig ‘indilarining o‘rta arifmetiklari qator yigindisiga yaginlashadsi.

Isbot. Berilgan qator gismiy yig‘indilarini S, va bu yig‘indilar
limitini S orqali belgilaymiz.

Ravshanki,

S:

S|
NE

k=1

Shunday ekan, ixtiyoriy N nomerni tayinlab, (9.5.2) o‘rta arif-
metiklar va qator yig'indisi ayirmalari uchun n > N bo‘lganda
quyidagi

n N

lz Sk— S %Z Sg—8 % > (Sk=9)

k=1 k=1 k=N+1

3

munosabatga ega bo‘lamiz.
Shartga ko‘ra {SE—S} ketma-ketlik cheksiz kichik va shu sababli
u chegaralangan, ya’ni

1S, — S| < M, k=1,2,3,..
Bundan tashqari, istalgan £ > 0 uchun £ > N = N(g) bo‘lganda

ISk =S| <& k=N,N+1,N+2 ..
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tengsizlik bajariladi. Demak,

" MN n—-N MN
Z £ = ” + & + £.

1Y 1
-S| < = M+ —
|On |_n; Jrn n n

k=N+1

Bundan chiqdi,

lim |6, -S| < ¢
n—r o0

va £ > 0 ning ixtiyoriyligidan yuqori limitning nol ekani kelib chiqa-
di. Shunday qilib, {0, — S} ketma-ketlikning limiti mavjud va u
nolga teng ekan. Bu esa, o‘z navbatida, o‘rta arifmetiklarning S
soniga yaqinlashishini anglatadi.ll

Eslatma. Isbotlangan teorema o‘rta arifmetiklar usulining reg-
ulyarligi hagidagi teorema deb ataladi. Ravshanki, teskari tasdiq
o‘rinli emas, chunki Chezaro usuli bilan jamlanadigan uzoqlashuvchi
qatorlar mavjud. Misol tarigasida (9.5.1) gatorni olish mumkin.

2. Qatorlarni umumlashgan jamlashning N. Abel nomi bilan
bog‘liq bo‘lgan yana bir usuli o‘rganilayotgan gator hadlariga qo‘-
shimcha x parametr kiritib, hosil bo‘lgan funksiyaning x — 1 — 0
dagi limitini hisoblashdan iboratdir.

Yana (9.5.1) qatorni qaraylik. Agar gator n-hadini 2”~! ga ko‘-
paytirsak, hosil bo‘lgan quyidagi

Sx) = 1—xta?—a .. (9.5.5)

qator 0 < < 1 intervaldan olingan ixtiyoriy «# uchun yaginlashadi
va

S(x) — (9.5.6)

tenglik bajariladi.

(9.5.5) ning o‘ng tomondagi qator x = 1 da (9.5.1) qator bilan
ustma-ust tushgani sababli, (9.5.5) yig‘indining + — 1 — 0 dagi
limitini hisoblashga harakat qilib ko‘rish tabiiydir. Agar bu limit
mavjud bo‘lsa, uni (9.5.1) gatorning umumlashgan yig‘indisi deb
atash mumkin. Bunda, (9.5.6) ni e’tiborga olsak,

1 1
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tenglikka kelamiz, ya'ni (9.5.1) qatorning bunday aniglangan umum-
lashgan yig‘indisi bu gqatorning Chezaro ma’nosidagi yig‘indisi bilan
ustma-ust tushar ekan.
Endi yana umumiy ko‘rinishdagi (9.5.3) sonli qatorni qaraylik.
Ta’rif. Agar 0 < x < 1 intervaldan olingan ixtiyoriy haqigiy x

uchun
(o)
Z aprk! (9.5.7)
k=1
qator yaqinlashsa va
(o)
. E—1
zgrﬂo Z apx =S (9.5.8)

tenglik bajarilsa, (9.5.3) qator Abel usuli bilan S soniga jamlanadi
deyiladi.

Bunda S soni (9.5.3) qatorning Abel ma’nosidagi yig‘indisi deb
ataladi va quyidagicha belgilanadi

(A)i ar = S. (9.5.9)
k=1

(9.5.7) qatorning yig‘indisi (9.5.3) qatorning Abel o ‘rtachasi deyi-
ladi.

Navbatdagi teorema Abel usulining regulyarligini ko‘rsatadi.

9.5.2 - teorema (N. Abel). Agar (9.5.3) qator yaginlashib,
uning yig‘indisi S ga teng bo‘lsa, u holda bu qator Abel usuli bilan
jamlanuvchi bo‘lib, uning Abel ma’nosidagi yig‘indisi ham S ga teng
bo‘ladi.

Isbot. 1) Avval (9.5.7) qatorning 0 < z < 1 intervaldan olingan
ixtiyoriy « uchun yaginlashishiga ishonch hosil gilamiz. Haqiqatan,
(9.5.3) qator yaqinlashgani uchun {a, } ketma-ketlik cheksiz kichikdir
va demak, u chegaralangan, ya’ni

lan,| < M.
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Bundan (9.5.7) qator hadlari uchun quyidagi
lape™ ) < Ma2™ ! 0<a<l,

bahoni olamiz. Demak, 9.1.3 - teoremaga ko‘ra, (9.5.7) qator yaqin-
lashadi.
2) Ushbu

=) ad, 0<z <, (9.5.10)

belgilashni kiritaylik. Agar (9.5.3) gatorning qismiy yig‘indilari S,
bo‘lsa, a, = S,, — S,—1 tenglik o‘rinli (bunda biz Sy = 0 deb oldik).
Shu sababli

S(x) = Z a,x” = Z 2" Sy — Sp—1) =
n=1 n=1
= Z s, — Z 2 ls, = Z s, — Z 2"S,
n=1 n=1 n=1 n=1
Demak,
S) = (1—a)>_ a"'S, (9.5.11)
n=1
Shunday ekan, navbatdagi
1—£EZ£E =1, 0<z<l,
n=1
tenglikdan foydalanib, (9.5.11) dan
S)—-8 = (1-2)) 2" -9 (9.5.12)
n=1

munosabatni olamiz.
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Shartga ko‘ra {S,, — S} ketma-ketlik cheksiz kichikdir va demak,
u chegaralangan, ya’ni

1S, =S| < M, n=1,2,3,..

Bundan tashgqari, istalgan £ > 0 uchun shunday N nomer topiladiki,
n > N = N(¢) bo‘lganda

1S, — S| < % n> N,

tengsizlik bajariladi.
Natijada, agar (9.5.12) ni e’tiborga olsak,

N o0
1S(@)=S| < (1—2) Y 2" YSu=S|+ (1—2) > a"'S,=S| <
n=1 n=N-+1

N o0
< M1-2)3 2t 3(1—95) Y @t S MN(L-2) +
n=1 n=N-+1

| ™

tengsizlikka kelamiz.
Endi 6 = 6(¢) > 0 sonni

MN(£) -6 < %
shartdan aniqlaymiz.
U holda 0 < 1 — 2 < 4 bo‘lganda

|S(z) =S| <& 1-0<x<l,

tengsizlik bajariladi.

Bundan, o‘z navbatida, (9.5.8) tenglik, ya’'ni (9.5.6) gatorning
Abel usuli bilan S soniga yaqinlashishi kelib chiqadi.l

1 - eslatma. Yuqorida biz (9.5.10) gatorda yig‘indi indeksini
1 birlikka surib, (9.5.11) tenglikni oldik. Mana shu almashtirishga
Abel almashtirishi deyiladi.
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2 - eslatma. 9.5.2 - teoremaga teskari tasdigning o‘rinli emasli-
gini (9.5.1) qgator misolida ko‘rishimiz mumkin. Ya'ni Abel usuli
bilan jamlanadigan uzoqlashuvchi gatorlar mavjud ekan.

Trigonometrik yig‘indilar bilan bog‘liq bo‘lgan yana bir misolni
garaymiz.

9.5.1 - misol. Ushbu

1 [e @]
5 + ; cos ki (9.5.13)

qatorning har bir ¢ € R uchun uzoqglashishi bevosita (9.1.16) for-
muladan kelib chiqadi. Hagigatan, bu formulaga ko‘ra, n butun
bo‘lganda qismiy yig‘indilar ¢ # 2n7 lar uchun limitga ega emas.
Agar v = 2nm bo‘lsa, (9.5.13) gatorning har bir hadi 1 ga teng
bo‘lib, yana, natijada, bu gator uzoqlashadi.

Endi, agar (9.1.15) formuladan foydalansak, S(x) Abel o‘rtachala-
rining ¢ # 2mn bo‘lganda quyidagi

1 — 22

S p—
(z) 1 —2xcosp+ 22

ko‘rinishga ega ekanini ko‘ramiz. Demak,

zgrlrio S(iE) - O’
ya'ni qator Abel usuli bilan jamlanuvchi bo‘lib,uning Abel ma’nosi-
dagi yig‘indisi nolga teng ekan.

Navbatdagi misol Chezaro ma’nosida jamlanmaydigan, lekin,
shu bilan bir qatorda, Abel usuli bilan jamlanuvchi qatorlar mavjud-
ligini ko‘rsatadi.

9.5.2 - misol. Ushbu

1-2+43—445—6+... (9.5.14)

qator Chezaro usuli bilan jamlanmaydi. Haqiqatan, {S,} qismiy
yvig‘indilar ketma-ketligi, ravshanki, quyidagi

1, =1, 2, =2, 3, =3, ...
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ko‘rinishga ega, shu sababli {o,} o‘rta arifmetiklar ketma-ketligi

2 3 n+1
7o2n

L 0,...

dan iborat, ya’ni

agar n toq bo'lsa,

0 , agar n juft bo'lsa.

Ravshanki, o, ketma-ketlik ikki 0 va 1/2 limit nuqtalariga ega
va shu sababli u uzoglashadi. Demak, (9.5.13) qator Chezaro usuli
bilan jamlanmas ekan.

Endi bu gatorning Abel usuli bilan jamlanuvchi bo‘lib, uning
Abel ma’nosidagi yig‘indisi 1/4 ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun
0 < x < 1 intervaldagi barcha x larda o‘rinli bo‘lgan

1
1+x2
tenglikdan foydalanamiz. Biz 10.9 - § da bu tenglikni hadma-had

differensiallash mumkinligini, ya’ni

1 2 3 4

= l—azta?—a®+a2t —2®+ ..,

tenglikning bajarilishini ko‘rsatamiz. Bu tenglikdan (9.5.13) qatorga
mos keluvchi Abel o‘rtachalarining

1

_ 2 3 4 _
S(r) = 1—2x+32* —42° + 52" —... = (e (9.5.15)
ko‘rinishga ega ekani kelib chigadi.
Demak,
) 1

3. Albatta, Chezaro va Abel usullari o‘zaro qanday munosabat-
da, degan tabiiy savol tug‘iladi. Bu savolga javob shundan iborat-
ki, Chezaro usuli bilan biror S soniga jamlanuvchi har bir sonli
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qgator Abel usuli bo‘yicha ham aynan o‘sha S soniga jamlanadi.
Haqiqatan, (9.5.11) tenglik o‘ng tomonidagi qatorga Abel almshtiri-
shini go‘llasak,

Sx)—S = (1—x)? i na" Yo, — 5) (9.5.16)
n=1

tenglikni olamiz.
Bunda biz (9.5.15) tenglikda = ni —x almashtirish bilan hosil
bo‘ladigan quyidagi

(1-2)*> na"! =1 (9.5.17)
n=1

ayniyatdan foydalandik ((9.5.12) tenglik isboti bilan solishtiring).

Endi talab qilinayotgan tasdiq isboti xuddi 9.5.2 - teorema is-
boti singari olib boriladi ((9.5.12) tenglikdan keyingi mulohazalarga
qarang).

Isbotlangan tasdiq matematik adabiyotlarda Abel usuli Chezaro
usulidan kuchlirogligi haqidagi teorema deb ataladi.

4. Chezaro, qismiy yig‘indilarning o‘rta arifmetiklaridan tashqari,
ulardan yana o‘rta arifmetik olish natijasida hosil bo‘lgan qismiy
yig‘indilarni ham o‘rgandi. Chunonchi, agar

(2901 toatozt..+op
oy =
n
belgilash kiritsak, quyidagi
lim ¢ = §

n
n—ro0

tenglik bajarilganda (9.5.3) qator S soniga 2-tartibli Chezaro o‘rta
arifmetiklarida jamlanadi deyiladi.

Bu limit (9.5.3) qatorning umumlashgan 2-tartibli Chezaro yig‘in-
disi deb ataladi va

(C€2)) ar =S
k=1
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ko‘rinishda belgilanadi.

Chezaroning ixtiyoriy natural m-tartibli o‘rtachalari m — 1- tar-
tibli o‘rtachalarning o‘rta arifmetigi sifatida induksiya orqali aniqg-
lanadi, chunonchi,

(m—1) (m—1) (m—1) (m—1)

O_<m):0'1 +02 +03 +...+on
n

Bu o‘rtachalar limiti
o0
— L (m)
(Cv m) ; Ak = nh—>rgo Tn

ko‘rinishda belgilanadi.

Xuddi yuqoridagi singari, agar m > [ bo‘lsa, Chezaroning m-
tartibli usuli Chezaroning [-tartibli usulidan kuchliligi va Abel usuli-
ning ixtiyoriy m-tartibli Chezaro usulidan kuchliligi isbotlanadi.

Shunga gqaramasdan, hisoblash nuqtayi nazaridan Chezaro usuli
Abel usulidan ustunroq hisoblanadi, chunki Chezaro o‘rtachalarini
hisoblash uchun chekli sondagi arifmetik amallar bajarish talab qili-
nadi. Bu esa sonli qator ko‘rinishda tasvirlangan turli kattaliklarni
kompyuter yordamida hisoblashda nihoyatda muhimdir.

§ 9.6. Cheksiz ko‘paytmalar

1. Agar {cg} biror sonli ketma-ketlik bo‘lsa, quyidagi ko‘rinish-
dagi
Cl1C2 C3" ... " Cp ...
formal ifodaga cheksiz ko‘paytma deyiladi. Ketma-ketlikning ¢, ele-
mentlari cheksiz ko‘paytmaning hadlari deb ataladi. Cheksiz ko‘payt-

mani belgilash uchun quyidagi simvolik yozuvdan ham foydalanila-
di:

ﬁ Ch- (9.6.1)
k=1
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Xuddi sonli qatorlar holidek, (9.6.1) cheksiz ko‘paytmani o‘rganish
magsadidauning dastlabki n ta hadi ko‘paytmasini kiritib, bu ko‘payt-
ma n cheksiz oshgan sari qanday o‘zgarishini kuzatamiz.

Ta’rif. (9.6.1) cheksiz ko‘paytmaning dastlabki n ta hadining
ko ‘paytmasini, ya’'ni

n
P, = H Chk = €1 Co " Cp_q  Cn (9.6.2)
k=1

tfodani cheksiz ko ‘paytmaning n- gismiy ko‘paytmasi deymiz.
9.6.1 - misol. Ixtiyoriy tayinlangan haqiqiy « uchun quyidagi
cheksiz ko‘paytmani garaymiz:

[e @]
kl_[l cos ;—k = cos% . cos% - CO8 % (9.6.3)

Agar x # 0 bo‘lsa, n-gismiy ko‘paytma

n
x x x x
Po.(z) = kl_[l COS o = €08~ COS -+ ... COS o (9.6.4)
oson hisoblanib,uning quyidagi
. L.
P(z)sin on = guSiZ (9.6.5)

tenglikni gqanoatlantirishini ko‘rsatamiz.

Dastavval, n = 1 da Pi(x) = cos % bo‘lgani sababli, (9.6.5)
tenglik

r ., x 1 .
cos5sing = gsing

ko‘rinishga kelishini qayd etamiz. Demak, bu holda (9.6.5) shubhasiz
o‘rinli ekan.

Endi matematik induksiya usulidan foydalanamiz. Qismiy ko‘payt-
ma ta'rifiga ko‘ra,

PnJrl(w) = Pn($) COS W



§9.6. Cheksiz ko‘paytmalar 493

Bundan chiqdi,

.z x ., X 1 .
Phyi(x) S ooy = Pn(m)coswsmﬁ = §Pn(:v) sin o7

Agar (9.6.5) tenglikni biror n uchun o‘rinli desak,

b N U R B
t1(2) SISy = 5o SINY = oy sing
munosabatga ega bo‘lamiz. Demak, (9.6.5) tenglik barcha natural
n lar uchun bajarilar ekan.

Ishot qilingan (9.6.5) tenglikdan x # 0 lar uchun
sinx { (x277) }

Fale) = x [sin(z277)

(9.6.6)

munosabat kelib chigadi.
Agar n — oo bo‘lsa, birinchi ajoyib limitga ko‘ra, kvadrat qavs-
dagi ifoda 1 ga intiladi. Demalk,
lim Po(z) — sina

n—00 x

Bordi-yu x = 0 bo‘lsa, istalgan n nomer uchun, ravshanki, P, =
1 bo‘ladi. Shunday ekan, ixtiyoriy € R uchun {P,} qismiy ko‘-
paytmalar ketma-ketligi yaqginlashuvchi bo‘lib,uning limiti

sinx
‘1
Plx) — o agar x # 0 bo‘lsa, (9.6.7)
1, agar x = 0 bo‘lsa,

ga teng bo‘ladi.

2. Bir qarashda aynan shu (9.6.7) funksiyani qaralayotgan chek-
siz ko‘paytmaning qiymati deb qarash to‘g‘ri bo‘lar edi. Ammo
matematik adabiyotlarda bundan biroz farqliroq ta’rif qabul gilin-
gan.

Hosil bo‘lgan vaziyatga oydinlik kiritish magsadida quyidagi-
ni qayd gilamiz. Agar cheksiz ko‘paytmaning hech bo‘lmasa bit-
ta ¢, hadi nolga teng bo‘lsa, boshqa cx, k£ # p, hadlarning qan-
day bo‘lishdan gat’iy nazar, shu p nomerdan boshlab barcha gismiy
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ko‘paytmalar nolga teng bo‘ladi. Shuning uchun, cheksiz ko‘paytma-
lar nazariyasida ko‘paytmaning barcha hadlari noldan farqli deb
hisoblanadi. Bundan tashqgari, qismiy ko‘paytmalarning limiti ham
noldan farqli bo‘lsin, deb talab gilinadi (e’tibor bering, (9.6.7) funk-
siya x = m nuqtada nolga teng).

Shunday qilib, yaqinlashuvchi cheksiz ko‘paytmaning quyidagi
ta’rifiga kelamiz.

Ta’rvif. Agar (9.6.1) cheksiz ko‘paytmaning (9.6.2) qismiy ko
paytmalari ketma-ketligit  noldan  farqli  chekli limit-
ga ega bo‘lsa, u holda (9.6.1) cheksiz ko ‘paytmani yaginlashuvchi
deymiz.

Yaginlashuvchi cheksiz ko ‘paymaning qiymati deb uning qismiy
ko ‘paytmalart ketma-ketligining limitiga aytamiz:

P = lim P,. (9.6.8)

n—r 00

Odatda -
P = 1] e (9.6.9)

k=1

deb yozishadi.

Endi yuqorida ko‘rilgan misol bo‘yicha shuni qayd gqilamizki,
keltirilgan ta'rif bo‘yicha (9.6.3) cheksiz ko‘paytma, uning (9.6.4)
gismiy ko‘paytmalarining limiti istalgan haqiqiy = sonlar uchun mav-
jud bo‘lishiga qaramasdan, 2 # mn bo‘lganda yaqinlashuvchi bo‘ladi,
bu yerda m noldan farqli butun sondir.

Ba’zan, gismiy ko‘paytmalar limiti nolga teng bo‘lganda, cheksiz
ko‘paytma nolga uzogqlashadi deyiladi.

Shunday qilib,

oo sinx

x , agar x #£ 0 bo'lsa,
H oS — = x

92k
k=1

1, agar x = 0 bo‘lsa,

(9.6.10)

bundan tashqari, agar x = mm,m = +1,£2, ... bo‘lsa, (9.6.10) teng-
lik o‘rinli bo‘lib qolsada, cheksiz ko‘paytma nolga uzoqlashadi.
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3. Bevosita yuqoridagi ta’rifdan yaqginlashuvchi cheksiz ko‘payt-
maning hadlari birga yaqginlashishi kelib chigadi.
9.6.1 - tasdiq. Cheksiz ko‘paytma hadlarining birga intilishi bu
ko ‘paytma yaginlashishining zaruriy shartidir.
Haqgiqatan, agar (9.6.2) tenglik bilan aniqlangan P, qismiy
ko‘paytmalar P £ 0 songa yaqinlashsa, talab gilingan natijani olamiz:
P, P

Cn — - = =1, n— co.
n Pn—l P s

1 - natija. Agar (9.6.1) cheksiz ko ‘paytma yaginlashsa, quyidagi
tenglik o‘rinli bo‘ladi:

en = 1 + an, (9.6.11)

bu yerda {an} - cheksiz kichik ketma-ketlik, ya'nin — oo da an — 0.

2 - natija. Agar cheksiz ko ‘paytma yaginlashsa, biror nomerdan
boshlabuning barcha hadlari musbat bo lads.

Navbatdagi tasdiq cheksiz ko‘paytmalar uchun yaginlashish mu-
ammosini sonli qatorlar uchun yaqinlashish muammosiga keltirishga
imkon beradi.

9.6.2 - tasdiq. Agar ¢ > 0,k € N, bo‘lsa, (9.6.1) cheksiz
ko ‘paytma yaginlashuvchi bo‘lishi uchun

> Ine (9.6.12)
k=1

sonli qatorning yagqinlashuvchi bo‘lisht zarur ve yetarlidir. Bun-
da (9.6.1) cheksiz ko‘paytmaning P qiymati (9.6.12) sonli qator
yig‘indisi S bilan quyidagi munosabal orqali bog‘langan bo‘ladi:

P = o5 (9.6.13)

Isbot (9.6.1) ning P, gismiy ko‘paytmalari va (9.6.12) ning S,
gismiy yig‘indilari quyidagi

InP, = S,, P, = e,
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tengliklar bilan bog‘langanligidan hamda ko‘rsatkichli va logarifmik
funksiyalarning uzluksizligidan kelib chigadi.

Navbatdagi teorema barcha hadlari 1 dan katta bo‘lgan cheksiz
ko‘paytmalarga doir.

9.6.1 - teorema. Agar a; > 0 bo‘lsa,

ﬁ (14 az) (9.6.14)
k=1

cheksiz ko ‘paytma fogat va faqat

> a (9.6.15)
k=1

sonli qator yaginlashganda yaginlashadi.
Isbot. Teorema isbot bo‘lishi uchun, 9.6.2 - tasdiqga ko‘ra,
(9.6.15) qator faqgat va faqat

i In(1 + az) (9.6.16)
k=1

gator yaqinlashganda yaqinlashishini ko‘rsatish yetarli.

Bizga ma’lumki, (9.6.15) qatorning va hozirgina ko‘rganimizdek,
(9.6.14) cheksiz ko‘paytmaning ham yaqinlashishi uchun zaruriy
shart a; hadlarning nolga intilishidir. Shuning uchun biz

ar — 0, k— oo,

deb hisoblashimiz mumkin.
Xususan, biror nomerdan boshlab,

0 < ap <1

desak bo‘ladi.
Bunday shartni gqanoatlantiruvchi a; lar uchun esa quyidagi

1
§ak < In(1+ar) < ag
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go‘sh tengsizlik o‘rinli.

Shunday ekan, talab gilinayotgan tasdiq umumiy taqqoslash alo-
matidan kelib chiqadi (9.1.2 - teoremaga qarang).ll

Eslatma. Xuddi shunga o‘xshash tasdiq barcha ag lar manfiy
bo‘lganda ham o‘rinli, chunki bu holda, agar by = —a; > 0 deb
belgilasak, yetarlicha katta k nomerlar uchun

b < —ln(l—bk) < 2bg

tengsizlik bajariladi.

9.6.2 - tasdiq yordamida cheksiz ko‘paytmalar uchun absolyut
yaqinlashish tushunchasini kiritish mumkin. Chunonchi, agar (9.6.12)
qator absolyut yaqinlashsa, (9.6.1) cheksiz ko‘paytma absolyut yaqin-
lashadi deyiladi. 9.6.1 - teorema cheksiz ko‘paytmaning bunday ma/'-
noda aniglangan absolyut yaqinlashishi uchun navbatdagi zaruriy va
yetarli shartni olishga imkon beradi.

9.6.2 - teorema. (9.6.1/)cheksiz ko ‘paytmaning absolyut yaqin-
lashishi uchun (9.6.15) sonli qatorning absolyut yaqinlashishi zarur
va yetarli.

Isbot barcha yetarlicha katta k nomerlar uchun o‘rinli bo‘lgan
quyidagi

1
5 laxl < [In(l+ap)| < 2a]

qo‘sh tengsizlikdan va umumiy taqqoslash alomatidan kelib chigadi.
4*. Tub sonlarning zamonaviy nazariyasida quyidagi

sy = > ki (9.6.17)
k=1

tenglik orqali aniglangan Rimanning (B. Riemann) zeta-funksiyasi
nihoyatda muhim rol o‘ynaydi. Bu yerda s kompleks giymatlar ham
gabul qilishi mumkin bo‘lgan son: s = ¢ + it. Bundan tashqari,
butun sonning kompleks darajasi k% = k7k® kabi aniqlanib, istalgan
haqiqiy ¢ uchun
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k= etk — eos(tink) + isin(tlnk)

deb hisoblanadi.

Ravshanki, (9.6.17) gator Res > 1 bo‘lganda, ya'ni, agar s =
o + it desak, ¢ > 1 ochiq yarim tekislikda yaqinlashadi.

Riman zeta-funksiyasining asosiy xossasi Re s = ¢ > 1 da ofrinli
bo‘lgan quyidagi

) =11 (1 - %)4 (9.6.18)

formuladan iborat, bu yerda cheksiz ko‘paytma barcha tub p sonlar
bo‘yicha olib boriladi. Bu formula birinchi marta Leonard Eyler
tomonidan s ning haqiqiy giymatlari uchun isbotlangan.

(9.6.18) ayniyatning isboti cheksiz kamayuvchi geometrik pro-
gressiva hadlari yig‘indisi uchun o‘rinli bo‘lgan quyidagi formulaga
asoslangan:

1\t 11
1—]; —1+F+F+F+...

Hagigatan, bu tenglikni p tub sonining turli giymatlarida yozib
olib, ularni o‘zaro ko‘paytirsak, hosil bo‘lgan ifodaning chap tomoni-
da (9.6.18) cheksiz ko‘paytma bo‘lib,uning o‘ng tomonida esa quyida-

gl
1 1

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lgan barcha hadlar yig‘indisi tura-
di. Bundan, agar har bir butun & sonini yagona usulda tub sonlar
darajalarining ko‘paytmasi:

sifatida yozish mumkinligini hisobga olsak, talab gilingan (9.6.18)
ayniyatni olamiz.
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Sodda almashtirishlar yordamida

o0
S S/LE—
—1

1

ekanini ko‘rsatish mumkin. Bunda [x] orqali, odatdagidek, = soni-
ning butun gismi belgilangan. Ravshanki, bu tenglikdagi xosmas
integral Re s > 0 bo‘lganda yaginlashadi. Bundan ko‘rinadiki, oxirgi
ifoda Res > 1 da (9.6.17) tenglik orqali aniglangan Riman zeta-
funksiyasining Re s > 0 tekislikka davomini berar ekan.

Rimanning mashhur gipotezasi quyidagidan iborat: zeta-funksi-

((s) =

1
vaning Res > 0 yarim tekislikdagi nollari Res = — vertikal to‘g‘ri

chiziqda joylashgan. Bu gipotezani isbotlashga matematiklar bir
yarim asrdan beri urinishadi. Agar u isbot bo‘lsa (gipoteza to‘g‘rili-
giga hech kimda shubha yo‘q), u, zeta-funksiyaning (9.6.18) Eyler
ko‘paytmasi ko‘rinishidagi ifodasi bilan birga, sonlar nazariyasining
ko‘pgina muhim masalalarini yechishga imkon bergan bo‘lar edi.

§ 9.7. Misollar

1 - misol. Ushbu gatorni yaqginlashishga bevosita tekshiring va
gator yig‘indisini toping:

[e @]
d (Vnt2-2Vn+1+Vn)
n=1
Ko‘rsatma. Qatorning k - qismiy yig‘indisi Sk ni

k

k
Sk= Y (Vnt2-va+tl) - (Vnt1-yn)
n=1

n=1

ko‘rinishda yozib olib, o‘xshash hadlarini gisqartiring.
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2 - misol. Har ganday musbat haqiqiy « son uchun gator yaqin-
lashishining zaruriylik shartidan foydalanib

o)
E cosne
n=1

gatorning uzoqlashishini isbotlang.

Ko‘rsatma. (1.9.8) bahodan foydalanib, har ganday musbat
haqiqiy « son uchun shunday n; va mg o‘suvchi natural sonlar
ketma-ketliklari topilib, ular uchun

1
ngxr — 2mmg + O (—)
ng
munosabat bajarilishini ko‘rsating. Bundan, qator yaginlashishining
zaruriylik shartiga zid bo‘lgan,

lim cosnpxr = 1
k—o0
tenglikni keltirib chigaring.
3 - misol. Agar > >° | a,, qator yaqinlashsa, uni hadlarini, qator-
da kelish tartibini saglagan holda, gruppalashtirish natijasida tuzil-
gan

o0 pn+1_1
ZAn, bu yerda An = Z ak, (pl — 17 pr<p2 <-- .)7
n=1 k:pn

gatorning ham yaqinlashishini isbotlang.

Teskari tasdiq o‘rinli emas. Misol keltiring.

Ko‘rsatma. Tasdiqni isbotlashda Koshi kriteriysidan foydala-
ning. Teskari tasdiqni .2 ;(—1)" qator misolida tekshiring.

4 - misol. Quyidagi

1 1 1
+ + +- -
1000 1000 /1000

gatorni yaginlashishga tekshiring.
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Ko‘rsatma. Qator yaqinlashishining zaruriylik shartidan foy-
dalaning.

5 - misol. Arifmetik progressiya hadlariga teskari sonlardan
tuzilgan gatorning uzoqlashishini isbotlang.

Ko‘rsatma. Garmonik qator hadlari bilan taqqoslang.

6 - misol. Agar > ° | ap, (a, > 0) qator uchun

lim & g (9.7.1)

n—00 (i

limit mavjud bo‘lsa,

lim ¥a, =q (9.7.2)

n—ro0

limit ham mavjud bo‘lishini isbotlang.
Teskari tasdiq o‘rinli emas, ya'ni (9.7.2) limit mavjud bo‘lsa,
(9.7.1) limit mavjud bo‘lmasligi mumkin. Misol keltiring.
Ko‘rsatma. Tasdigni bevosita sonli ketma-ketlik limiti ta’rifidan
foydalanib isbotlang. Teskari tasdigni

24 (-1
S

n=1

gator misolida tekshiring.
7 - misol. Qatorni yaqginlashishga tekshiring:

>
z:: nt 1000

Kofrsatma. Leybnits alomatini qo‘llang.
8 - misol. Qatorni yaginlashishga tekshiring:

(o)
Z Sln T

n=1

Kof‘rsatma. (9.1.16) tenglikdan foydalanib, Dirixle-Abel aloma-
tini qo‘llang.
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9 - misol. Agar ishorasi navbatlashgan (9.3.8) qatorda by > 0
va n — oo da by — 0 bo‘lsa (ya'ni Leybnits teoremasida by ketma-
ketlik monoton bo‘lmasa), bu gator yaqinlashadimi?

Ko‘rsatma. Quyidagi

n 2+ (_1)n
;(—1) -

qatorni tekshiring. Bunda (9.3.9) qator o = 1 da yaqinlashishidan
foydalaning.
10 - misol. Quyidagi

> n
nHl vn?+1
cheksiz ko‘paytmani yaqginlashishga tekshiring.
Kofrsatma. 9.4.1 - teoremadan foydalaning.



X Bob. Funksional ketma-ketliklar va gatorlar

§ 10.1. Funksional ketma-ketliklar

1. Funksional ketma-ketlik deb barchasi bitta £y C R to‘plamda
aniglangan va natural sonlar gatori bilan nomerlangan funksiyalar-
ning sanoqli birlashmasiga, ya’ni

fl(LE), fg(w), ,fk(x), ceey D(fk) :Eo, (10.1.1)

ko‘rinishdagi ketma-ketlikka aytamiz.

Funksional ketma-ketliklar odatda {fr(z)} simvol orqali, yoki,
agar berilgan ketma-ketlikni qaysi indeks orqali nomerlanganligiga
urg‘u berilmoqchi bo‘lsa, {fx(x)}7° , simvol orqali belgilanadi.

Argumentning biror x¢ qiymatini tayinlab, { f,,(x0)} sonli ketma-
ketlikni qaraylik. Agar bu sonli ketma-ketlik biror b soniga teng
bo‘lgan limitga ega bo‘lsa, (10.1.1) funksional ketma-ketlik x¢ nuq-
tada b soniga yaginlashadi deyiladi.

Endi (10.1.1) ketma-ketlik biror £ C Fy to‘plamning har bir
nuqtasida yainlashadi deb faraz gilaylik. Bu holda F to‘plamda tabi-
iy ravishda

fl@) = lim fi(z), xe€k,

k—o0

ko‘rinishdagi funksiya aniglanadi. Ushbu funksiya (10.1.1) ketma-
ketlikning limit funksiyasi, yoki oddiy qilib, limiti deyiladi. Bunda
(10.1.1) ketma-ketlikni f funksiyaga F to‘plamning har bir nugtasi-
da, yoki F da nugtabay yaginlashadi deyishadi.

10.1.1 - misol. Ushhu
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funksional ketma-ketlik [0, 1] kesmada quyidagi

0, agar 0 <x <1 ho'lsa,
fla) = (
1, agar = = 1 boflsa,

ko‘rinishda aniqlangan funksiyaga yaqinlashadi.

2. Agar limitning ta’rifidan foydalansak, funksional ketma-ketlik-
ni to‘plamda yaqinlashishining quyidagi ta’rifini olamiz:

agar istalgan x € I va ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday N =
N(e,2) nomer topilsaki, n > N bo‘lganda

[ful@) — flx)] < ¢ (10.1.2)

tengsizlik bajarilsa, (10.1.1) ketma-ketlik £ to‘plamda f funksiyaga
yaginlashadi deyiladi.

Ba’zi hollarda N nomerni x € E qiymatga bog‘ligmas ravish-
da tanlashga imkon tug‘iladi, ya’ni, boshqacha aytganda, (10.1.2)
tengsizlik € E ga nishatan tekis bajariladi. Bunday hollar alohida
ahamiyatga ega.

Ta’rvif. Agar istalgan = > 0 olganda ham shunday N = N(g)
nomer topilsaki, n > N bo‘lganda barcha x € E lar uchun (10.1.2)
tengsizlik bajarilsa, (10.1.1) funksional ketma-ketlik [ funksiyaga E
to‘plamda tekis yaginlashadi deymiz.

10.1.2 - misol. Quyidagi

folw) = (I—2)", x>0,

funksional ketma-ketlik 0 < a < 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
istalgan o uchun [, 1] kesmada yaqinlashadi. Bu tasdiq

[fol®) = 0] < (1-a)" < & n=N(),
tengsizlikdan kelib chiqadi. Bu yerda N(z) sifatida

Ine

Ne) = ()

sonni olish mumkin (biz £ < 1 deb hisoblaymiz).
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Navbatdagi teorema sonli gatorlar uchun Koshi kriteriysining
(2.5.1 - teorema) analogi hisoblanadi.

10.1.1 - teorema (Koshi kriteriysi). (10.1.1) funksional ketma-
ketlikning [ funksiyaga E to‘plamda tekis yaginlashishi uchun istal-
gan € > 0 olganda ham shunday N = N(g) nomer topilib, n > N
bo‘lganda istalgan natural p va barcha x € E larda quyidagi:

|fn+p($) - fn($)| < & n 2 Nv VS Ev (1013)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarl.

Isbot. 1) Avval { f,,} ketma-ketlik biror f funksiyaga E to‘plamda
tekis yaqinlashsin deb faraz gilaylik. U holda, ta’rifga ko‘ra, ixtiyoriy
£ > 0 uchun shunday N = N(g) nomer topiladiki, n > N bo‘lganda

fal@) = f@)] < 5, n=N, zek,

tengsizlik bajariladi.
Demak, n > N bo‘lganda istalgan natural p va barcha z € F
lar uchun

@) = Fatp@)] < 1fal@)=F@)] + @)= farp@)] <S5 =

tengsizlik bajariladi, ya'ni (10.1.3) shart o‘rinlidir.

2) Endi (10.1.3) shart bajarilsin. Bu shartdan har bir tayinlan-
gan © € FE qiymat uchun {f,(z)} sonli ketma-ketlikning funda-
mental ekani kelib chiqadi. Bundan chiqdi, bu sonli ketma-ketlik,
yuqgorida (2.5.1 - teorema) keltirilgan Koshi kriteriysiga asosan, li-
mitga ega. Demak, f, funksional ketma-ketlik ¥ to‘plamda yaqin-
lashar ekan. Bunda f limit funksiya uchun (10.1.3) bahoda p — oo
deb limitga o‘tsak,

[ful@) = f(0)] <& n=N, wek,

munosabatga ega bo‘lamiz. Bu esa, o‘z navbatida, f,(z) ketma-
ketlikning f limit funksiyvaga F to‘plamda tekis yaqinlashishini
anglatadi.ll
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Eslatma. Shuni qayd etish joizki, funksional ketma-ketliklarning
tekis yaqinlashishi haqidagi Koshi kriteriysining isboti sonli ketma-
ketliklar uchun bhizga ma’lum bo‘lgan Koshi kriteriysining isboti-
ga asoslandi, qaysiki, o‘z navbatida, haqiqiy sonlar to‘plamining
to‘laligi natijasi edi.

3. Navbatdagi tasdiq tekis yaginlashuvchi ketma-ketliklar nazari-
vasidagi asosiy teoremalaridan biri hisoblanadi.

10.1.2 - teorema. Agar f, funksional ketma-ketlik f funksiyaga
E to‘plamda tekis yaginlashsa va [y, funksiyalar biror ¢ € E nugtada
uzluksiz bo‘lsa, u holda [ funksiya ham ana shu ¢ nugtada uzluksiz
bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, £ to‘plam nuqtalaridan tuzilgan {z;} ketma-
ketlik ¢ ga yaqinlashsin. Biz f(x;) sonli ketma-ketlikning f(c) ga
vaginlashisini ko‘rsatamiz. Buning uchun

[[as) = )] < |f(xg) = fal@s)] + | falag) = Ffule)] + [fale) = f(e)]

(10.1.4)
tengsizlikdan foydalanamiz. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqin-
lashishiga ko‘ra, istalgan £ > 0 olganda ham shunday N = N(¢)
nomer topiladiki, n > N bo‘lganda barcha x € F lar uchun

[ful@) = f@)] <

tengsizlik bajariladi. Xususan, bu tengsizlik x = x; va = ¢ lar
uchun o‘rinli. Shunday ekan, (10.1.4) da n = N desak,

[f (@) = flo)] < & + [[n(aj) = In(e)] + ¢ (10.1.5)

tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Shartga ko‘ra, fn funksiya ¢ nuqtada uzluksiz. Shuning uchun,
(10.1.5) ning o‘ng tomonidagi ikkinchi qo‘shiluvchining limiti nolga
teng. Demak,

T |/ (@)) - /()] < 2.

Jj—o0
Modulning manfiy emasligi va £ > 0 ning ixtiyoriyligiga asosan,
bu tengsizlikning chap tomonidagi yuqori limit nolga teng. Bundan
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chigdi, limit ham mavjud bo‘lib, u nolga teng bo‘ladi, ya’ni

lim [f(2;) — f(c)| = 0.
j—oo
Demak, f funksiya ¢ nugtada uzluksiz bo‘lar ekan.ll
Natija. Agar f, funksiyalar |a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib, f ga
shu kesmada tekis yaqinlashsa, u holda f funksiya ham |a,b| kesma-
da uzluksiz boladi.
Eslatma. Ma’lumki, f funksiyaning ¢ € I nugtadagi uzluksiz-
ligi
lim f(x) — f(c)

r—C
tenglikning bajarilishini anglatar edi. Shunday ekan, 10.1.2 - teore-
mani quyidagi ko‘rinishda ham aytish mumkin: tekis yaqinlashuvchi
ketma-ketlik uchun
20, Jele) = g, o Jn®)
tenglik o‘rinli.

Shuni aytish kerakki, agarda ketma-ketlik yaginlashsayu, lekin
bu yaqinlashish tekis bo‘lmasa, yuqoridagi tenglik bajarilmasligi
ham mumkin. Masalan,

1

- — <2<l
fn(m) 1‘|‘7’L$27 = =

ketma-ketlik uchun, ravshanki, quyidagi munosabatlar o‘rinlidir:
lim lim fy(x) =0, lim lim f,(z) = 1.

r—0 n—o0 n—oo r—0

§ 10.2. Uzluksiz funksiyalar fazosi

1. Biz istalgan |a, b] kesma uchun C/a, b simvol orqali shu kesma-
da uzluksiz bo‘lgan barcha f : [a,b] — R funksiyalar to‘plamini
belgilagan edik (6.4 - § ga qarang). Istalgan ikki uzluksiz f va
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g funksiyalar va istalgan ikki haqiqiy A va g sonlar uchun Af +
g funksiyaning ham uzluksiz bo‘lishi turgan gap. Shunday ekan,
C'|a, b] ni vektor fazo (yoki chiziqli fazo) deb qarash mumkin.

Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga (3.5.5 - teorema) ko‘ra,
har qanday f € Cla, b] funksiya uchun quyidagi

A= ety = Jnax /(@) (10.2.1)

kattalikni aniglash mumkin.

Ushbu kattalik o‘z-0‘zidan ko‘rinib turgan navbatdagi xossalarga
ega:

i) istalgan f € Cla, b] funksiya uchun

Ifll = 0, bunda agar | f||=0 bolsa, f=0 Dboladi;
i) istalgan f € Cla, b funksiya va iztiyoriy A hagiqiy son uchun

A = AL DA

tenglik o‘rinli
i) istalgan ikki f va g uzluksiz funksiyalar uchun

If+gll < A+ gl

tengsizlik o ‘rinli.

Bu i)-iii) xossalarga ega bo‘lgan kattalikka norma deyiladi.

Shunday qilib, (10.2.1) tenglik bilan aniglangan kattalik f €
C'|a, b] funksiyaning normasidir. Bunda C'a, b] vektor fazoning o‘zini
normallangan fazo deb atashadi.

Navbatdagi ikki tasdiq norma va tekis yaqinlashish orasidagi
bog‘lanishni ko‘rsatadi.

10.2.1 - tasdiq. Agar f € Cla,b] va e > 0 bo‘lsa,

|f(z)] < ¢ (10.2.2)
tengsizlikning barcha x € |a,b] larda bajarilishi uchun

Il < e (10.2.3)
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tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Ravshanki, shartga ko‘ra, |f(x)| funksiya |a, b] kesmada
uzluksiz bo‘ladi, va, Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga bhinoan,
shu kesmaning biror zg nuqtasida o‘zining maksimumiga erishadi,
ya'ni

[f@)] < [f(xo)l, € la,b].

Shubhasiz, (10.2.2) tengsizlikning barcha x € [a, b] larda bajari-

lishi uchun

[f(wo)| < e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Shunday ekan, isbotni yakunlash uchun |f(x¢)| = ||f|| ekanini
ta’kidlash kifoya.l

10.2.2 - tasdiq. Berilgan f,, € Cla, b] ketma-ketlikning f funksi-
yaga [a,b] kesmada tekis yaqinlashishi uchun

Ifo—fIl = 0, n— o0, (10.2.4)

munosabatning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Isbot bevosita tekis yaginlashish ta'rifi va 10.2.1 - tasdigdan
kelib chigadi.

Agar (10.2.4) munosabat bajarilsa, (10.1.1) ketma-ketlik f funk-
siyaga C'a, b] fazoning normasi bo‘yicha yaginlashadi deyiladi.

Bundan chiqdi, [a, b] kesmada uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi-
ning tekis yaqinlashishi C'[a, b] fazo normasi bo‘yicha yaqinlashish
bilan ustma-ust tushar ekan.

2. Uzluksiz funksiyalar ketma-ketliklari uchun, haqiqiy sonlar
ketma-ketliklari singari, fundamental ketma-ketliklar yoki Koshi ket-
ma-ketliklari tushunchalarini kiritish mumkin.

Ta’rvif. Agar istalgan = > 0 olganda ham shunday N = N(g)
nomer topilsaki, n > N va m > N bo‘lganda berilgan f, € Cla, b
ketma-ketlik uchun

Ifo—fmll < & n>N, m>N, (10.2.5)

tengsizlik bajarilsa, bunday ketma-ketlik Cla,b| fazo normasi bo ‘yi-
cha fundamental ketma-ketlik yoki Koshi ketma-ketligi deyi-
ladi
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Navbatdagi teorema C'a, b] fazosining muhim tavsifini beradi.

10.2.1 - teorema (Koshi kriteriysi). [a,b] kesmada uzluk-
siz bo‘lgan {fn(x)} funksiyalar ketma-ketligining shu kesmada tekis
yaginlashishi uchun uning Cla, b| fazo normasi bo‘yicha fundamen-
tal bolishi zarur va yetarlh.

Isbot. 1) Agar {f.(x)} ketma-ketlik [a, b] kesmada tekis yaqin-
lashsa, u holda, 10.1.2 - teoremaga ko‘ra, limit funksiya uzluksiz
bo‘ladi va, 10.2.2 - tasdiqqa asosan, (10.2.4) shart bajariladi. Shu
sababli,

1o =Sl <M fn = I+ = fmll = 0, 1, m — o0

Bundan, ravshanki, (10.2.5) shartning bajarilishi kelib chigadi.
2) Endi (10.2.5) shart bajarilsin deylik. Funksiya normasining
(10.2.1) ta’rifiga ko'ra,

|[fa(@) = (@) < [[fo = Sl

tengsizlikka ega bo‘lamiz. U holda, 10.1.1 - teoremaga asosan, f,,(x)
ketma-ketlik [a, b] kesmada f(x) limit funksiyaga tekis yaqinlashadi.ll

Eslatma. Shunday qilib, Cla, b fazo normasi bo‘yicha funda-
mental har qanday ketma-ketlik shu fazo normasi bo‘yicha yaqin-
lashadi, ya'ni shu fazoga kiruvchi limitga ega. Bunday xossaga ega
bo‘lgan va normalashgan vektor fazo to‘la deyiladi. Shu sababli,
10.2.1 - teorema C'[a, b] fazoning to‘laligi haqidagi teorema deb ham
ataladi.

§ 10.3. Funksional ketma-ketliklarni differensiallash va
integrallash

1. Funksional ketma-ketliklarni integrallash.

10.3.1 - tasdiq. |a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan istalgan g funk-
stya uchun

b
/ @)z < lgll- (b—a) (10.3.1)
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tengsizlik o ‘rinli.
Tasdigni isbotlash uchun funksiya normasi ta’rifidan kelib chi-
gadigan quyidagi

lg@)| < lgl, a<a<b,

tengsizlikni [a, b] kesma bo‘yicha integrallash yetarli.

10.3.1 - teorema. Agar |a,b] kesmada uzluksiz f, funksiyalar
ketma-ketligi [ funksiyaga shu kesmada tekis yaginlashsa, u holda

- / Fult) dt

boshlang‘ich funksiyalar ketma-ketligi quyidagi

- / £(8) dt

boshlang‘ich funksiyaga |a,b] kesmada tekis yaqinlashadi.
Isbot. Quyidagi

x

Fu(@) — Flz) - / Falt) — F(O)]

a

tenglikni yozib, 10.3.1 - tasdigni g(t) = f.(t) — f(t) funksiyaga
qo‘llaymiz. U holda

|F |</|fn — f)]dt <

/Ifn Ol dt < =1l (b—a).
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Agar chap tomondan x € [a, b] bo‘yicha maksimum olsak,
[1F = FIl < [[fa—fII-(b—a)

tengsizlik hosil bo‘ladi.

Bunda o‘ng tomon nolga intilganligi sababli chap tomon ham
nolga intiladi. Bundan chiqdi, 10.1.2 - tasdiqqa asosan, F,, ketma-
ketlik [a, b] kesmada F' funksiyaga tekis yaqinlashar ekan.ll

Natija. Agar |a, b] kesmada uzluksiz fp, funksiyalar ketma-ketligi
shu kesmada [ funksiyaga tekis yaginlashsa, u holda quyidagi

b b
7}1_)120/fn(:v)dm = /f(:v)dac (10.3.2)

tenglik bajariladi.
1 - eslatma. Ravshanki, agar ¢ — berilgan [a,b] kesmaning
ixtiyoriy nugtasi bo‘lsa, yuqoridagi teorema kabi tasdiq quyidagi

D) = / Jult)dt,

ko‘rinishdagi boshlang‘ich funksiyalar uchun ham o‘rinli.
2 - eslatma. (10.3.2) tenglik [a, b] kesmada tekis yaqinlashuvchi
uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi uchun quyidagi

b

b
lim /fn(x) de = /lim fn(x) drx (10.3.3)

n—ro0 n— o0

tenglikning bajarilishini anglatadi.

Shuni aytish joizki, uzluksiz funksiyaga har bir nugtada yaqin-
lashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi bunday xossaga ega bo'-
lishi shart emas. Masalan,

n2x

Wl@) = g 0=2sl
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ketma-ketlik [0, 1] kesmaning har bir nuqtasida nolga yaqinlashishi
turgan gap, ammo n — oo da

1 n?
n’x dr 1 T
/fn(ac)dw = /1+n4w4 = 5/ = —arctgn =
0

0 0

munosabatga ega bo‘lamiz (bu yerda biz t = nx? almashtirishdan
foydalandik).

2. Funksional ketma-ketliklarni differensiallash.

Eslatib o‘tamiz, agar f funksiya [a,b] kesmaning har bir ichki
nuqtasida differensiallanuvchi bo‘lib, a nugtada f’(a) o‘ng hosila-
ga va b nuqtada f’(b) chap hosilaga ega bo‘lsa va bundan tashqari,
shunday aniqlangan f/(x) funksiya [a, b] kesmaning har bir nugtasi-
da uzluksiz bo‘lsa, bunday funksiyani |a,b] kesmada uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi deb atagan edik.

10.3.2 - teorema. Faraz qilaylik, fn(x) funksiyalar [a, b] kesma-
da uzluksiz differensiallanuvchi bolib, { f! ()} hosilalar ketma-ketligi
shu kesmada tekis yaginlashsin.

Agar { fn(c)} sonli ketma-ketlik biror ¢ € [a,b] da yaginlashsa, u
holda:

(1) fnlx) funksional ketma-ketlik biror f(x) funksiyaga tekis yagin-
lashadi;

(i1) [ limit funksiya [a,b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi
bo‘ladi;

(1) quyidagi

lim fi(x) = f'(2)

tenglik bajarilads.

Isbot. Agar f/(x) ketma-ketlik [a, b] kesmada biror g(z) funksiya-
ga tekis yaqginlashsa, 10.1.1 - teoremaga asosan, g limit funksiya shu
kesmada uzluksiz bo‘ladi.

Faraz qilaylik, f,(c) sonli ketma-ketlik A soniga yaqinlashsin. U
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holda, quyidagi
fl@) = fute) 1+ [ S0y

Nyuton-Lyebnits formulasida n — oo deb limitga o‘tsak, 10.3.1 -
teoremaga ko‘ra, o‘ng tomondagi ketma-ketlik tekis yaginlashadi va
biz
x
lim f,(x) = A +/g(t) dt
n—o0
C

tenglikka ega bo‘lamiz. Demak, f, ketma-ketlik

x

fl@) = A + /g(t)dt

c

funksiyaga tekis yaginlashar ekan.
Isbotni yakunlash uchun, 6.5.5 - teoremaning natijasiga ko‘ra,
quyidagi
fl(x) = g(x) = lim f(x)
n—0o0

tenglikning bajarilishini ta’kidlash yetarli.ll
§ 10.4. Dini teoremasi

Yuqorida keltirilgan misollarda ko‘rganimizdek, uzluksiz funk-
sivaga har bir nuqtada yaginlashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma-
ketligining tekis yaginlashishi shart emas. Shu sababli bunday ketma-
ketliklar bir qator noqulayliklarni tug‘diradi. Masalan, ularni, umu-
man aytganda, hadma-had integrallash mumkin emas. Ammo, agar
uzluksiz funksiyaga har bir nugtada yaqginlashuvchi uzluksiz funk-
sivalar ketma-ketligi monoton bo‘lsa, quyida isbotlanadigan Dini
teoremasi ta’kidlashiga ko‘ra, bunday ketma-ketlikning tekis yaqin-
lashishi shart ekan.
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10.4.1 - lemma. Faraz qilaylik, |a,b] kesmada uzluksiz g, funk-
styalar ketma-ketligi n bo‘yicha monoton kamayib, shu kesmaning
har bir nugtasida nolga yaginlashsin:

gn(2) > gnp1(x) — 0, n—o00, a<ax<bh (10.4.1)
U holda istalgan x,, € |a,b| ketma-ketlik uchun
7}1_)120 gnlxn) = 0 (10.4.2)

tenglik o‘rinli.

Isbot. (10.4.2) tenglik bajarilmasin deb faraz qilaylik. U hol-
da, (10.4.1) shartga ko‘ra g,(x) funksiyalar manfiy bo‘lmaganligi
sababli, shunday musbat 9 > 0 son va o‘suvchi n; nomerlar ketma-
ketligi topiladiki,

Gy (Tny) = 20
tengsizlik bajariladi.

Ravshanki, {z, } ketma-ketlik chegaralangan va demak, Bolsano-
Veyershtrass (2.4.2 - teorema) teoremasiga asosan, uning biror qism
ketma-ketligi 2, yaqinlashuvchi bo‘lib, bu ketma-ketlikning 2o lim-
it nuqtasi |a, b] kesmaga tegishli bo‘ladi. Bundan tashqari, (10.4.1)
kamayuvchilik shartiga ko‘ra, istalgan 7 nomer uchun m; > n
bo‘lganda

gn(mmj) > gm; (mm]') > €0
tengsizlik o‘rinli.

Endi m; — oo deb limitga o'tib, 2y,; — 2o ni va g, funksiyaning
uzluksizligini hisobga olsak,

gnl(x0) =20 > 0

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Hosil bo‘lgan tengsizlik (10.4.1) shartga ziddir, chunki bu shart-
ga ko‘ra, n — oo da g,(x9) — 0 bo‘lishi lozim.H
10.4.1 - teorema (U. Dini). Faraz qilaylik, |a,b] kesmada
fn uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi n bo‘yicha monoton o‘suvchi,
ya’'ni
folx) < fop(w), a<x<b n>1,
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bo‘lib, shu kesmaning har bir nuqtasida yaginlashsin. Agar f li-
mit funksiya |a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, w holda yaginlashish shu
kesmada tekis bo‘ladi.

Isbot. 10.2.2 - tasdiqga ko‘ra, quyidagi

Ifo = fI = 0, n— oo, (10.4.3)

munosabatni isbotlash yetarli.

Demak, agar g,(x) = f(x)— fno(x) desak, ||gn|| — 0 munosabatni
ko‘rsatishimiz zarur. Shartga ko‘ra, g, funksiyalar uzluksiz bo‘lib,
ular manfiy emas. Shunday ekan, Veyershtrassning ikkinchi teore-
masiga (3.5.5 - teorema) asosan, har bir n nomer uchun shunday
Zn € |a, b] nugta topiladiki,

gnlmn) = |lgnll

tenglik bajariladi. Boshqa tomondan, g, funksiyalar 10.4.1 - lem-
maning barcha shartlarini qanoatlantiradi va shu sababli g,(x,) —
0. Bu esa (10.4.3) shartning o‘zi.l

§ 10.5. Askoli-Arsela teoremasi

Ta’rif. Agar shunday M > 0 o‘zgarmas topilib, {fa(2)} funk-
stonal ketma-ketlik uchun

Ifn(x) < M, a<ax<b n>1, (10.5.1)

tengsizlik o ‘rinli bo‘lsa, bunday ketma-ketlik [a,b] kesmada tekis che-
garalongan deyilads.

Bol’sano-Veyershtrassning taniqli teoremasiga ko‘ra, har ganday
chegaralangan sonli ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gism ketma-
ketlik ajratish mumkin. Funksional ketma-ketliklar uchun mos tas-
dig, umuman aytganda, o‘rinli emas, chunki biror kesmada chega-
ralangan shunday funksional ketma-ketlik ko‘rsatish mumkinki, un-
dan shu kesmaning har bir nuqtasida yaqinlashuvchi gism ketma-
ketlik ajratib bo‘lmaydi. Lekin shunga qaramasdan, biz navbatda-
gi tasdiqda, Bol’sano-Veyershtrass teoremasini qo‘llab, har qanday
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chegaralangan funksional ketma-ketlikdan istalgan sanoqli to‘plam-
da yaginlashuvchi qism ketma-ketlik ajratish mumkinligini ko‘rsata-
miz.

10.5.1 - tasdiq. Faraz qilaylik, |a,b] kesmaning ixtiyoriy sanoqli
E qism to‘plami berilgan bo‘lsin. U holda [a, b] kesmada tekis chegara-
langan istalgan funksional ketma-ketlikdan E to‘plamning hor bir
nuqtasida yaginlashuvchi qism ketma-ketlik ajratish mumkin.

Isbot. Shartga ko‘ra, {f,(x)} ketma-ketlik [a, b] kesmada tekis
chegaralangan bo‘lib,

E = {zEl,:EQ,LEg, }

berilgan sanoqli to‘plam bo‘lsin.

Birinchi qadamda {f,(z1)} sonli ketma-ketlikni qaraymiz. Bu
ketma-ketlik chegaralangan va Bol’sano-Veyershtrass teoremasiga
binoan, undan yaqinlashuvchi gism ketma-ketlik ajratish mumkin.
Ushbu qism ketma-ketlikni { f1,(21)} deb belgilaymiz.

Ikkinchi qadamda { fi,,(z2)} sonli ketma-ketlikni qaraymiz. Bu
ketma-ketlik ham chegaralangan va yana Bol’sano-Veyershtrass teo-
remasiga binoan undan yaqinlashuvchi { f,,(22)} sonli ketma-ketlik
ajratish mumkin. Ravshanki, { fon(z)} funksional ketma-ketlik har
ikki x = 21 va & = x5 nugtalarda yaqinlashadi.

So‘ngra uchinchi qadamda { fo,,(x3)} sonli ketma-ketlikni qaray-
miz. Bu ketma-ketlik chegaralangani sababli undan yaqginlashuvchi
{fan(z3)} sonli ketma-ketlik ajratish mumkin. Shubhasiz, { fa,(z)}
funksional ketma-ketlik uchta * = 21, * = x2 va x = 23 nuqtada
vaginlashadi.

Bu jarayonni davom ettirib, k-qadamda k ta x1, 2o, ..., 2 nug-
talarda yaqinlashuvchi fi,(z) ketma-ketlikni olamiz.

Endi

fu(x), foolz), fas(x), ...

ko‘rinishdagi { f(x)} diagonal ketma-ketlikni qaraymiz.
Ravshanki, istalgan natural k£ uchun n > k bo‘lganda { fo.(2)}

diagonal ketma-ketlikning barcha elementlari { fi, ()} ketma-ketlik-

ning elementlari bo‘ladi va shuning uchun diagonal ketma-ketlik



518 Funksional ketma-ketliklar va qatorlar X Bob

1,22, ..., £k nuqtalarda yaqginlashadi. Bundan, k£ ning ixtiyoriyligi-
ga ko‘ra, diagonal ketma-ketlikni F to‘plamning barcha nuqtalarida
yaqinlashishi kelib chiqadi. Demak, {f,.(z)} qidirilayotgan ketma-
ketlik ekan.Hl

Shuni aytish kerakki, berilgan kesmada tekis yaginlashuvchi gism
ketma-ketlik ajratish masalasi nisbatan ancha murakkabdir. Biror
kesmaning har bir nuqtasida yaqginlashuvchi bo‘lib, ammo uning
hech ganday qism ketma-ketligi shu kesmada tekis yaginlashmay-
digan funksional ketma-ketlikka misol keltirish qiyin emas.

10.5.1 - misol. Aytaylik, o, > 0 sonli ketma-ketlik cheksiz
kichik bo‘lsin, ya’ni n — oo da «a,, — 0 bo‘lsin. Manfiy bo‘lmagan
va 1 dan kichik quyidagi

fol®) = ——, —-1<a<l, (10.5.2)

funksiyalar ketma-ketligini qaraymiz.
Ravshanki, bu ketma-ketlik [—1, 1| kesmaning har bir nuqtasida

fa) — {O, agar = # 0 bo'lsa, (10.5.3)

1, agar =0 bo'lsa,

funksiyaga yaqinlashadi.

Ushbu funksiya uzilishga ega bo‘lganligi sababli, yaqinlashish
|[—1, 1] kesmada tekis bo‘la olmaydi. O‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdiki,
(10.5.2) ketma-ketlikning istalgan qism ketma-ketligi ham xuddi shu
ko‘rinishga ega.

Tekis yaqinlashuvchi gism ketma-ketlikning mavjudlik masalasi-
ni o‘rganish magsadida tekis darajali uzluksizlik deb ataluvchi muhim
tushunchani kiritamiz.

Ta’rif. [a,b] kesmada uzluksiz { fn(x)} funksiyalar ketma-ketligi
berilgan bo‘lsin. Agar iztiyoriy ¢ > 0 olganda ham shunday § > 0
topilsaki, shu kesmadan olingan va |x—y| < § shartni qanoatlantiruv-
chi istalgan ikki x va y nugtalar uchun

|fo(z) — fu(y)] < & n=1,2,3,.. (10.5.4)
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tengsizlik bajarilsa, {fn(x)} funksional ketma-ketlik tekis darajali
uzluksiz deyiladi.

Shunday qilib, tekis darajali uzluksizlik Koshi bo‘yicha uzluksiz-
lik ta’rifidagi > 0 sonni barcha f,(x) funksiyalar uchun bir xilda
olish mumkinligini anglatadi.

10.5.1 - teorema (Askoli, Arsela)(G. Ascoli, C. Arzela).
Berilgan |a,b] kesmada tekis chegaralangan va tekis darajali uzluksiz
bo‘lgan har ganday funksiyolar ketma-ketligidan shu kesmada tekis
yaginlashuvchi qism ketma-ketlik ajratish mumkin.

Isbot. Faraz qilaylik, {f,(z)} funksional ketma-ketlik |a, b] kes-
mada tekis chegaralangan va tekis darajali uzluksiz bo‘lsin.

Ma’lumki (1.6.1 - teorema), [a, b] kesmada yotuvchi barcha rat-
sional nugtalar to‘plami sanoqli. Shunday ekan, 10.5.1 - tasdiqqa
asosan, tekis chegaralangan f,(x) ketma-ketlikdan |a,b] kesmada-
gi barcha ratsional nugtalarda yaginlashuvchi qism ketma-ketlik
ajratish mumkin. Belgilashlarni soddalashtirish magsadida ajratil-
gan qism ketma-ketlikni yana {f,(x)} simvol orqali belgilab,uning
[a, b] kesmada tekis yaqinlashishini ishbotlaymiz.

Tekis darajali uzluksizlik ta’rifiga ko‘ra, istalgan ¢ > 0 olganda
ham biz shunday § = (<) > 0 ni ko‘rsatishimiz mumkinki, qarala-
yotgan kesmadan olingan va |x — y| < ¢ shartni qanoatlantiruvchi
ixtiyoriy # va y nuqtalar uchun

(@) — faly)] < % n—1,2,3,.. (10.5.5)

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.

Ko‘rsatilgan § > 0 uchun biror natural m > (b — a)/0 sonini
tayinlaymiz va |a, b] kesmani m ta teng bo‘lakka bo‘lib, har bir qis-
miy kesma (uzunligi é dan kichik bo‘ladi) ichidan biror ratsional son
olamiz. Natijada m ta &1, &s, ..., &m ratsional sonlarga ega bo‘lamiz.

Faraz qilaylik, « berilgan [a, b] kesmaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lib,
&k bu nuqtaga yuqorida tanlangan m ta ratsional nugtalardan eng
yaqini bo‘lsin. U holda, ravshanki, | — &| < & bo‘lib, (10.5.5) ga
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ko‘ra, istalgan natural n va p lar uchun
| fotp(@) = ful@)] <
< N frip(@) = faip (&)l + [fnip(€e) = fal€e)l + [fn(ée) — ful@)] <

< | fotp(§r) = Fulér)] + ;e (10.5.6)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Belgilashimizga ko‘ra, {f,(x)} funksional ketma-ketlik m ta

517527 7£m

nuqtalarda yaqginlashadi. Bundan chiqdi, N = N(&) nomerni shun-
day tanlashimiz mumkinki, n > N boflganda istalgan natural p
uchun bir vaqtning o‘zida m ta

Fral&) = fal@)] < 50 k=1.2,.m, (105.7)

tengsizlik bajariladi.
Endi (10.5.6) tengsizlikning o‘ng tarifida (10.5.7) bahodan foy-
dalansak, n > N bo‘lganda istalgan natural p uchun

|frip(2) = ful@)] < & a<a<bh

bahoni olamiz.
Koshi kriteriysiga binoan, hosil bo‘lgan baho {f,(z)} ketma-
ketlikning [a, b] kesmada tekis yaqinlashishini anglatadi.l

§ 10.6. Ko‘phadlar bilan tekis yaqinlashtirish

1. Delta-simon ketma-ketliklar. Kvant mexanikasi masala-
larini yechish magsadida, XX asrning yigirmanchi yillarida ingliz
fizigi Pol Dirak «<delta-funksiya> deb ataluvchi va §(x) simvoli orqali
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belgilanuvchi funksiyani kiritdi. Dirak bu funksiyani x = 0 nuqta-
da +oo giymatni, bu nuqtadan tashqarida esa, nol giymatni qabul
qilsin va, bundan tashqari, quyidagi

tenglikni ganoatlantirsin deb aniqgladi.
Dirakning tasdiglashicha, bunday tanlash natijasida istalgan uz-
luksiz f funksiya va ixtiyoriy a € R nuqgta uchun

/ S)f(x+a)dw — f(a) (10.6.1)

tenglikka ega bo‘lamiz.

Ravshanki, Dirakning delta-funksiyasi oddiy ma’noda funksiya
bo‘la olmaydi. Shu sababli, kvant mexanikasi masalalarini yechishda-
gi matematik izlanishlarda bu funksiyadan foydalanmaslikka harakat
qgilinar edi (bu hagida batafsil ma’lumotni, masalan, Jon fon Ney-
manning 1932-yilda chop etilgan «Kvant mexanikasining matematik
asoslari> nomli monografiyasida topish mumkin). Ammo, qizig‘i
shundaki, delta-funksiya yordamida olingan natijalar to‘g‘ri bo‘lib
chiqa boshladi (bu fizik eksperimentlarda hamda keyingi matema-
tik ma’nodagi <qat’iy> isbotlarda tasdiqlandi). Natijada matema-
tiklarning bu funksiyaga bo‘lgan qizigishi yanada ortib bordi.

Delta-funksiyaga matematik ravishda qat’iy ta’rif berish usulla-
ridan biri «delta-simon> funksiyalar ketma-ketligini kiritishdan ibo-
ratdir.

Ta’rvif. Faraz qilaylik, |—1,1] kesmada aniglangan 6,(x) ketma-
ketlik quyidagi uchta shartni qanoatlantirsin:

i) ketma-ketlikning har bir funksiyasi manfiy bo‘lmasin:

on(x) >0, —1<x<l,;
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ii) ketma-ketlikning har bir funksiyasi |[—1, 1] kesmada integral-
lanuvchi bo ‘lib,

tenglik o‘rinli bo‘lsin,;

iii) 0 < a < 1 shartni qanoatlantiruvchi istalgan o uchun 8, (x)
ketma-ketlik {x : o < |x| < 1} to‘plamda nolga tekis yaqinlashsin.

U holda bunday ketma-ketlik delta-simon ketma-ketlik deyiladsi.

Navbatdagi tasdigda biz ixtiyoriy delta-simon ketma-ketlik uchun
biror ma’noda limitga o‘tganda (10.6.1) tenglikning bajarilishini
ko‘rsatamiz. Odatda C'(R) simvoli orqali sonlar o‘qida uzluksiz bo‘l-
gan barcha funksiyalar to‘plami belgilanishini qayd etamiz.

10.6.1 - teorema. Agar {0,(x)} — delta-simon ketma-ketlik
bo‘lsa, istalgan f € C(R) funksiya uchun

1

folz) — / Su(D) (1t + ) dt (10.6.2)

-1

ketma-ketlik sonlar o‘qining har qanday kesmasida [ funksiyaga tekis
yaginlashadi.
Isbot. Ravshanki, ii) xossaga ko‘ra,

= /6n(t)[ ft+x) dt+/ n(DOf(t+ ) — f(x)] dt+
21
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1
4 / Sa(BLf(E+ ) — f()] dt.

Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga asosan, C'(R) ga tegish-
li har qanday funksiya ixtiyoriy kesmada chegaralangandir. Shun-
day ekan, iii) xossa va 10.3.1 - teoremaga ko‘ra, oxirgi tenglikda-
gi birinchi va uchinchi integrallar n — oo da ixtiyoriy kesmada
2 bo‘yicha tekis ravishda nolga intiladi. Demak, har qanday |a, b]
kesma uchun z € [a, b] bo‘yicha tekis ravishda quyidagi

[0

ful@) — f2) — / SuOIf(t+2) — F@)]dE+o(1)  (10.63)

—

baho o‘rinli bo‘ladi.

Ma’lumki, f funksiya uzluksiz bo‘lgani sababli, u istalgan kesma-
da tekis uzluksiz bo‘ladi (6.5.2 - teorema). Bundan chiqdi, istalgan
£ > 0 uchun shunday a > 0 topiladiki,

[flx+1) = flo)l <& a<a<bh i <a
tengsizlik bajariladi.
Shunday ekan, (10.6.3) va ii) shartga asosan,

[0

|[ful@) = fl2)] < / Sn(OIf(t + ) = fl2)]dt + o(1) <

< e/ On(t)dt +o(1) < &+ o(1).
Ya'ni
1fn = fllcay < &+ o(1)

va, shuning uchun,

nh—>—rgo||fn—f||0[a,b] < &
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Bundan, ¢ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra,
Jim (| f = fllofs = 0

Demak, 10.1.2 - tasdiqqa asosan, (10.6.2) ketma-ketlik f funksiya-
ga |a, b| kesmada tekis yaqinlashar ekan.ll

Eslatma. Agar delta-funksiya deb delta-simon ketma-ketlikni
olsak, u holda (10.6.1) tenglikni quyidagicha tushunishimiz mumkin:

1
lim lx)f(x +a)de = f(a).

n—r o0
-1
Shuni qayd etish joizki, hozirgi kunda (10.6.1) tenglikni boshqa-
cha ma’noda asoslash kengroq tarqalgan. Bu asoslashga ko‘ra, (10.6.1)
tenglikning chap tomonidagi integral uni o‘ng tomonidagi ifodaning
simvolik ravishdagi belgilanishi deb gabul qilinadi.
10.6.1 - misol. Quyidagi

bulz) — n/2, agar |x| <1/n bo'lsa,
" o, agar |x| > 1/n bo'lsa,

funksiyalar ketma-ketligi delta-simondir.

Hagiqatan, bu ketma-ketlikning i)—iii) shartlarni qanoatlantirishi
o‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdi. Demak, 10.6.1 - teoremaga ko‘ra, istal-
gan uzluksiz f funksiya uchun sonlar o‘qining har qanday kesmasida
tekis ravishda quyidagi

1/n
7113202 / flt+a)dt = fla) (10.6.4)
—1/n

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
10.6.2 - misol. Agar A,, o‘zgarmasni

1
1
T = /(1—x2)”dx (10.6.5)
" -1
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shartdan tanlab olsak,
Kn(z) = Ap(1—2%)", —1<z<1, (10.6.6)

ketma-ketlik delta-simon bo‘ladi.
Hagiqatan, i) va ii) shartlarning bajarilishi shubhasiz. Bundan
chiqdi, iii) shartni tekshirish kifoya. Buning uchun

S|

1 1 1
2
1—2®)de = 2 [ (1—22)"d >2/1— " dy = >
/( )" d /( 2y 2 [(-arde - = >
—1 0 0

ekanini qayd etamiz.
Shu sababli, 0 < « < 1 bo‘lganda o < |z| < 1 to‘plamda «
bo‘yicha tekis ravishda quyidagi

Kno(x) < n(l—22)" < n(1—a®)" =0, n— oo,
baho o‘rinlidir. Bundan iii) shartning bajarilishi bevosita kelib chiqa-
di.
10.6.3 - misol. Agar B,, o‘zgarmasni

1
/ cos =) da (10.6.7)
1

T.(x) = B, (cos H)Qn (10.6.8)

ketma-ketlik delta-simon bo‘ladi.

Yana faqat iii) shartning bajarilishini tekshirish yetarli, chun-
ki i) va ii) shartlarning o‘rinli ekanligi o‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdi.
Integral ostidagi funksiyaning juftligini e’tiborga olib, { = cos >
almashtirish bajarsak,

1 1

1
/< mc / cos T 4/ 2 dt -
COS— —_— —
2 T 1/1_152 -
0

-1 0
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1
4 4
> — tndt = ———
- 7r/ m(2n + 1)
0

munosabatga ega bo‘lamiz. Shuning uchun

B, = O(n).
Endi (0, 1) intervaldan olingan ixtiyoriy « uchun
— cos 2
77y

deb belgilaymiz. U holda « < || < 1 lar uchun cos 7;—30 < ¢ bo‘ladi
va 0 < ¢ < 1 bo‘lgani sababli

Kn(2) <Bn-¢* = O(n)g*™™ —0, n— .

Bundan chiqdi, iii) shart ham bajarilar ekan. Demak, (10.6.8)
delta-simon ketma-ketlik ekani ishotlandi.

Shunday ekan, 10.6.1 - teoremaga asosan, istalgan uzluksiz f
funksiya uchun to‘g‘ri chizigning istalgan kesmasida tekis ravishda
quyidagi

1

lim Bn/<cos2 g)nf(ter) dt = f(x) (10.6.9)

n—r o0
tenglik bajariladi.

Yuqoridagi misollarda f sifatida butun sonlar o‘qida uzluksiz
bo‘lgan ixtiyoriy funksiyalar qaraldi. Agar bu funksiyalar qo‘shimcha
xossalarga ega deb faraz qilsak, ularga tekis yaqginlashuvchi funk-
sional ketma-ketliklar uchun ancha qulay integral ko‘rinishlar oli-
shimiz mumkin.

10.6.4 - misol. Faraz qilaylik, f butun sonlar o‘qida uzluk-
siz funksiya bo‘lib, 4,, (10.6.5) shartdan tanlab olingan o‘zgarmas
bo‘lsin. Quyidagi

1
Py(x) = An/(l — )" f(x+1)dt (10.6.10)

-1
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ketma-ketlikni qaraymiz. Agar (10.6.6) delta-simon ketma-ketlikka
10.6.1 - teoremani qo‘llasak, { P,(z)} ketma-ketlikning f(x) funksiya-
ga sonlar o‘qining har qanday kesmasida tekis yaginlashishiga ega
bo‘lamiz.

Endi f funksiya [0, 1] kesmadan tashqarida nolga teng deylik. U
holda y = x + ¢ almashtirish bajarsak,

1+=x

Pa@) = An / L= (g — 2" f() dy

— 14

tenglik hosil bo‘ladi.

Ravshanki, agar 0 < 2 < 1 bo‘lsa, [0, 1] kesma uzunligi 2 ga
teng bo‘lgan [—1- 2, 1 + 2] kesma ichida yotadi va shuning uchun, f
funksiyaga hozirgina qo‘ygan talabimizga ko‘ra, integrallash aslida
faqat [0, 1] kesma bo‘yicha olib boriladi. Shu sababli, 0 < 2 < 1
uchun quyidagi

1
Poa) — An/[l -2 fy)dy, 0<z<1, (10.6.11)
0

integral ko‘rinish o‘rinli.

Bu formuladan P, (z) funksiyaning 0 < 2 < 1 kesmada algebraik
ko‘phad bilan ustma-ust tushishi bevosita ko‘rinib turibdi.

Davriy funksiyalar uchun integral ko‘rinish alohida ahamiyatga
ega.

10.6.5 - misol. Agar B, o‘zgarmas (10.6.7) shartdan tanlab
olingan bo‘lsa, quyidagi

To(x) = %/(%)nﬂyﬂc) dy (10.6.12)

ketma-ketlikni garaymiz. Ravshanki, bu ketma-ketlik y = =t al-
mashtirish yordamida (10.6.9) integralning chap tomonidagi ifodaga
keladi.
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Agar (10.6.12) integralda ¢ = y + x almashtirishni bajarsak,

m+x
B, 1
Ta(e) = o / 1+ cos(t — )" f (1) dt (10.6.13)
—n+x
tenglikka ega bo‘lamiz.
Endi f funksiya 27 davrga ega bo‘lgan davriy funksiya bo‘lsin,
deylik. U holda, navbhatdagi integralda integrallash sohasini 27 ga

surib, quyidagi ifodani olamiz:

Tt —mta
/ 14 cos(t— ) f(£) dt — / 14 cos(t— )" f(£) dt. (10.6.14)

Oxirgi ikki (10.6.13) va (10.6.14) tengliklarni solishtirib, (10.6.7)
ketma-ketlik uchun muhim bo‘lgan quyidagi
i
B, 1
L) = o2 / 1+ cos(t — )| f (1) dt (10.6.15)
—T
integral ko‘rinishni hosil gilamiz.
Shunday qilib, 27 davrga ega bo‘lgan ixtiyoriy f uzluksiz davriy
funksiya uchun (10.6.15) ketma-ketlik sonlar o‘qining har qanday
kesmasida [ funksiyaga tekis yaqginalashar ekan.

2. Veyershtrass teoremasi. Ushbu paragrafning asosiy magsa-
di [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan har qanday funksiyani algebraik
ko‘phadlar bilan tekis yaginlashtirish mumkinligini ko‘rsatishdan ih-
oratdir.

Agar x = (1 —t)a + tb deb belgilab, quyidagi

g@) = flA=ba+ 0] = [flz)

funksiyani qarasak, biz faqat [0, 1] kesmada berilgan uzluksiz funk-
siyalarni o‘rganish yetarli ekaniga ishonch hosil gilamiz. Haqiqatan,
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fx)y=g (%) bo‘lgani sababli, agar Q(t) ko‘phad [0, 1] kesma-
da uzluksiz bo‘lgan g(t) funksiyaga t bo‘yicha tekis yaqin bo‘lsa, u

holda

Py - Q) - (1=

ko‘phad [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgan f(x) fuksiyaga = bo‘yicha
tekis yaqgin bo‘ladi.

10.6.2 - teorema (Veyershtrass). [0, 1] kesmada uzluksiz har
qanday f(x) funksiya uchun unga [0, 1] kesmada tekis yaginlashuvchi
Po(x) algebraik ko‘phadlar ketma-ketligi mavjud.

Isbot. 1) Avval f(0) = f(1) = 0 bo‘lsin deylik. U holda f
funksiyani [0, 1] kesmadan tashqarida nol deb, butun sonlar o‘qiga
davom ettirish mumkin. Bunday aniglangan funksiyvaning butun
sonlar o‘qida uzluksiz bo‘lishi turgan gap.

Endi (10.6.11) tenglik bilan aniglangan

1
Pa@) = A, / L—(y—o)" fy)dy, O<z<l,
0

ko‘phadlarni gqaraymiz.

Ravshanki, bu ko‘phadlar ketma-ketligi, 10.6.1 - teoremaga bi-
noan, f funksiyaga [0, 1] kesmada tekis yaqinlashadi.

2) Agar f funksiya [0, 1] kesmada aniglangan ixtiyoriy uzluksiz
funksiya bo‘lsa,

fl@) = f(@) = [(1=2)f(0) + xf(1)]

deb belgilab, biz masalani birinchi holga keltiramiz, chunki f(0) =
f(1) = 0 hamda f va f funksiyalar o‘zaro birinchi tartibli ko‘phadga
farq giladi. Shubhasiz, agar [0, 1] kesmada f funksiyaga tekis yaqin-
lashuvchi ko‘phadlar ketma-ketligi mavjud bo‘lsa, u holda berilgan
f funksiya uchun ham tekis yaqinlashuvchi ko‘phadlar ketma-ketligi
mavjud bo‘ladi.l
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Odatdagi (algebraik) ko‘phadlardan tashqari trigonometrik
ko‘phadlar deb ataluvchi quyidagi

T(x) = ¢+ Z (ay cos kx + by, sin kx) (10.6.16)
k=1

ko‘rinishga ega bo‘lgan funksiyalar muhim ahamiyatga ega. Bu yer-
dagi ag, br va co haqigiy sonlar trigonometrik ko‘phadlarning koef-
fitsientlari deb ataladi.

Misol sifatida

3
Ti(x) =1+2cosx +3sindx, Th(x) = g cos 99z + gsin 100z

ko‘phadlarni olishimiz mumkin.

Trigonometrik ko‘phadlarning chizigli kombinatsiyasi, shubha-
siz, trigonometrik ko‘phad bo‘ladi. Trigonometrik ko‘phadlarning
ko‘paytmasi ham trigonometrik ko‘phad bo‘lishini tekshirish qiyin
emas. Buning uchun, agar n va m sonlar natural bo‘lsa, quyidagi

COSNX - COSMxL, Ccosnx-sinmex, sinnz-sinma

ko‘rinishga ega bo‘lgan ko‘paytma trigonometrik ko‘phad bo‘lishini
qayd etish yetarli.

Ravshanki, har bir trigonometrik ko‘phad 27 davrga ega bo‘lgan
uzluksiz davriy funksiya bo‘ladi. Shunday ekan, trigonometrik ko‘p-
hadlarning ketma-ketligi faqat 27 davrga ega bo‘lgan uzluksiz davriy
funksiyaga tekis yaqinlashishi mumkin. Veyershtrass teoremasining
navbatdagi ko‘rinishi hagigatan har bir 27 davrga ega bo‘lgan uzluk-
siz davriy funksiyani trigonometrik ko‘phadlar bilan tekis yaqin-
lashtirish mumkinligini ko‘rsatadi.

10.6.3 - teorema (Veyershtrass). |—m, 7| kesmada uzluksiz
va f(—m) = f(r) shartni qanoatlantiruvchi har qanday f funksiya
uchun [—m, 7| kesmada f(x) funksiyaga tekis yaginlashuvchi To(x)
trigonometrik ko‘phadlar ketma-ketligi mavjud.
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Isbot. Agar m = +1, 42, ...uchun berilgan f funksiyani istalgan
[2mm—m, 2mm+ 7| kesmaga f(x) = f(x—2mr) tenglik orqali davom
ettirsak, f(—m) = f(mr) shartga ko‘ra, butun sonlar o‘qida uzluksiz
va 27 davrga ega bo‘lgan funksiyani olamiz.

Shunday ekan, (10.6.15) tenglik bilan aniglangan

i

B, 1
T.(x) = o /[1 + cos(t — x)|" f(t) dt
ketma-ketlik f funksiyaga [—7, 7] kesmada tekis yaqginlashadi.
Endi har bir ¢ uchun z o‘zgaruvchining quyidagi

1+ cos(t — x)|"”

funksiyasi, yuqorida qayd etilganga ko‘ra, (koeffitsientlari ¢ ga bog‘liq
bo‘lgan) trigonometrik ko‘phad bo‘lib, natijada 7, (x) funksiyalar
ham trigonometrik ko‘phad ekanini qayd etish yetarli.ll

§ 10.7. Funksional qatorlar

1. Funksional qatorning tekis yaqinlashishi. Faraz qilaylik,
{un(x)} funksional ketma-ketlik bitta £ C R to‘plamda aniglangan
funksiyalardan iborat bo‘lsin. Ushbu

i ug(x) (10.7.1)

k=1

formal yig‘indi funksional gator deyiladi. Dastlabki n ta hadning
yig‘indisi, ya’ni
n
Sulz) = D uglx) (10.7.2)
k=1
gatorning n-qismiy yig‘indisi deb ataladi. Har bir tayinlangan « € F
son uchun (10.7.1) sonli gqatordir. Agar bu sonli gator biror S songa
vaginlashsa, u holda funksional gator x nuqtada yaginlashadi va
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uning yig‘indisi S' ga teng deyiladi. Agarda funksional qator har bir
x € F nuqtada yaqinlashsa, u holda uning yig‘indisi £ to‘plamda
aniqlangan biror S(«) funksiya bo‘ladi. Shunday qilib, (10.7.1) funk-
sional qatorning S(«) funksiyaga yaqinlashishi (10.7.2) funksional
ketma-ketlikning shu funksiyaga yaqinlashishini anglatadi.

Agar (10.7.2) funksional ketma-ketlik £ to‘plamda S(x) funksiya-
ga tekis yaqinlashsa, (10.7.1) funksional qator shu funksiyaga F
to‘plamda tekis yaginlashadi deyishadi. Bunday ta’rifdan so‘ng, tekis
yvaginlashuvchi funksional gqatorlarning barcha xossalarini tekis yaqin-
lashuvchi funksional ketma-ketliklar xossalaridan keltirib chigarish
mumkin.

10.7.1 - misol. Ushbu

(—)F e — (10.7.3)

funksional qator [0, 1] kesmada In(1-+x) funksiyaga tekis yaqinlasha-
di. Hagigatan, Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi-
ga ko‘ra, [0,1] kesmadan olingan ixtiyoriy x va istalgan n nomer
uchun 0 < ¢ < 1 intervalda shunday & nuqta topiladiki,

(_1)n+1 anrl

n
n(1 )= 135 )
o) ; A e

tenglik bajariladi.
Shu sababli, (10.7.3) qator gismiy yig‘indisini S, (2) simvol orqali
belgilasak,

In(l +2) — Su@)] < —

0<2<1 10.7.4
< g 0@l (074

bahoga ega bo‘lamiz.
Bundan esa, o‘z navbatida, (10.7.3) qatorning [0, 1] kesmada
tekis yaqginlashishi va
o0 2k
n(l+z) = Y (- —, 0<z<lI, (10.7.5)
k=1
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tenglikning bajarilishi kelib chigadi.

Funksional gatorlarning tekis yaqinlashishi haqidagi eng muhim
tasdiqlardan biri Koshi kriteriysidir.

10.7.1 - teorema (Koshi kriteriysi). (10.7.1) funksional qa-
torning E to‘plamda tekis yaqinlashishi uchun istalgan € > 0 ol-
ganda ham shunday N = N(g) nomer topilib, n > N wva istalgan
natural p uchun barcha x € K larda quyidagi:

n+p

k=n-+1

<& m>2N, xzelk

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlh.

Ushbu tasdiq tekis yaqginlashishning ta’rifi va funksional ketma-
ketliklarning yaqinlashishi uchun Koshi kriteriysidan bevosita kelib
chigadi (10.1.1 - teorema).

Navbatdagi tasdiq tekis yaginlashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma-
ketligi limitining uzluksizligi haqgidagi 10.1.2 - teoremaga o‘xshashdir.

10.7.2 - teorema. Agar (10.7.1) funksional qator E to‘plamda
S(x) funksiyaga tekis yaginlashib, un(x) funksiyalar biror ¢ € E
nuqgtada uzluksiz bo‘lsa, u holda S(x) funksiya ham shu ¢ nuqtada
uzluksiz bo‘ladi.

Endigi tasdiq esa, 10.3.1 - teoremaning funksional gatorlar uchun
ko‘chirilgan holidir.

10.7.3-“¢ Agar (10.7.1) funksional qator |a,b] kesmada S(x)
funksiyaga tekis yaqinlashib, u,(x) funksiyalar uzluksiz bo‘lsa, u hol-
da ularning boshlang‘ich funksiyalaridan tuzilgan qator |a,b] kesma-
da S funksiyaning boshlang‘ich funksiyasiga tekis yaginlashadi:

Wt = [ S(t)dt. (10.7.6)
R

Masalan,

xT xT

(o) (o) T
/1n1+t 231 /? :z:: klkz+1'

0
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Natija. Agar [a, b] kesmada uzluksiz un(x) funksiyalardan tuzil-
gan qator shu kesmada S(x) funksiyaga tekis yaqinlashsa,

oo b b
(r)de = [ S(x)d (10.7.7)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Navbatdagi teorema 10.3.2 - teoremaga o‘xshashdir.

10.7.4 - teorema. Faraz qilaylik, w,(x) funksiyalar [a, b] kesma-
da uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, hosilalardan tuzilgan

> k()
k=1

qator |a, b| kesmada tekis yaginlashsin.
Agar biror ¢ € |a,b| uchun

Z ug(c)
k=1

sonli qator yaginlashsa, u holda (10.7.1) funksional qator |a,b] kesma-
da differensiallanuvchi biror S(x) funksiyaga tekis yagqinlashadi va

iu%(w) = S'(x) (10.7.8)
k=1

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Yuqorida funksional ketma-ketliklar uchun ishotlangan Dini teo-
remasi (10.4.1 - teorema) funksional gatorlar uchun quyidagi ko‘ri-
nishga ega bo‘ladi. Ravshanki, funksional gator gismiy yig‘indilari
ketma-ketligining o‘sishi gqator hadlarining manfiy emasligini anglata-
di.

10.7.5 - teorema (U. Dini). Agar [a,b] kesmada uzluksiz va
manfiy bo‘lmagon funksiyalardan tuzilgan qator shu kesmaning har
bir nugtasido uwzluksiz funksiyaga yoginlashsa, u holda bu yagin-
lashish [a, b] kesmada tekis bo‘ladi.
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Ushbu bandning nihoyasida funksional qatorlarning tekis yaqin-
lashishi uchun shunday yetarlilik shartini keltiramizki, bu shartning
ketma-ketliklar uchun o‘xshashi yo‘q.

10.7.6 - teorema (Veyershtrass alomati). Faraz gilaylik,
un () funksiyalar |a,b] kesmada chegaralangan bo‘lib,

[un(2)] < cn (10.7.9)

shartni qanoatlantirsin. Agar
(o)
> en (10.7.10)
n=1

sonli qator yaginlashsa, u holda (10.7.1) funksional qator |a,b] kesma-
da tekis yoginlashadsi.

Isbot. Agar (10.7.9) bahoni hisobga olsak, istalgan n va p natu-
ral sonlar uchun « € [a, b bo‘yicha tekis ravishda

n+p n+p
o owmlm)| < Y e (10.7.11)
k=n-+1 k=n-+1

tengsizlik bajarilishini ko‘ramiz.

Shartga ko‘ra (10.7.10) sonli qator yaqginlashadi. Bundan chig-
di, Koshi kriteriysiga (10.1.1 - teorema) asosan, (10.7.11) ning o‘ng
tomonini n > N bo‘lganda ¢ dan kichik qilish mumkin. Bu esa,
10.7.1 - teoremaga ko‘ra, (10.7.1) qatorning tekis yaqinlashishini
anglatadi.ll

Natija. Agar u, € C|a,b] bo‘lib,

o)
> Mlunllcgag
n=1

sonli qator yaginlashsa, u holda (10.7.1) funksional qator |a,b] kesma-
da tekis yaginlashadi.

Hagiqatan, bu holda ¢, = ||u,| deb, (10.7.9) bahoning o‘rinli
ekanini qayd etish yetarli.
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Agar (10.7.9) baho o‘rinli bo‘lsa, (10.7.1) funksional qator
(10.7.10) sonli qator bilan majorirlanadi yoki (10.7.10) sonli qator
(10.7.1) funksional qator uchun majorant qator bo‘ladi deyiladi.

1 - eslatma. 10.7.6 - teorema ko‘pincha quyidagi ko‘rinishda
keltiriladi:

biror kesmada yaginlashuvchi sonli qator bilan majorirlangan
funksional qator shu kesmada tekis yaginlashadi.

2 - eslatma. Veyershtrass alomati tekis yaqinlashish uchun
yetarlilik sharti bo‘lib, Koshi kriteriysidan o‘laroq, zaruriylik sharti
bo‘la olmaydi. Haqgiqatan, agar (10.7.1) funksional qator (10.7.10)
sonli gqator bilan majorirlansa, ravshanki, quyidagi:

sup |ug(z)] < cp
x€la,b]

tengsizlik bajariladi.

k
Endi ug() = (—1)k—1% deb,
> -y
k—1

funksional qatorning [0, 1] kesmada yaqinlashishini qayd etamiz.
Boshga tomondan,
sup [ug(z)] = 7
2€[0,1]
va shuning uchun, agar bu qator (10.7.10) sonli gqator bilan majorir-

lansa,
1
Cr > E

tengsizlik bajarilishi kerak. Ammo bu holda (10.7.10) gator uzoq-
lashadi.
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§ 10.8. O‘rtacha yaqinlashish

1. O‘rtacha yaqinlashish. Berilgan [a,b] kesmada Riman
bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalarni silliq (ya'ni yetarli marta dif-
ferensiallanuvchi) funksiyalar bilan yaqinlashtirish masalasi muhim
ahamiyatga ega. Lekin, bizga ma’lumki, Riman bo‘yicha integral-
lanuvchi funksiyalarning uzluksiz bo‘lishi shart emas, va shuning
uchun, bunday yaginlashtirish tekis bo‘la olmaydi. Shu sababli bun-
day hollarda o‘rtacha ma’noda, ya’ni integral ma’ nosida yaqinlash-
tirish o‘rganiladi.

Ta’rif. [a,b] kesmada integrallanuvchi fp(x) funksiyalar ketma-
ketligi va integrallanuvchi f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. Agar

lim / | fnl(x) — f(2)|de = (10.8.1)

n—ro0

tenglik bajarilsa, fo(x) funksiyalar ketma-ketligi f(x) funksiyaga o‘r-
tacha yaginlashadi deyiladi.

Ravshanki, biror kesmada tekis yaqinlashuvchi har ganday funk-
sional ketma-ketlik shu kesmada o‘rtacha ham yaqinlashadi. Haqiqa-
tan, bu tasdiq quyidagi

/Ifn Cf@lde < sup |ful2) - f(@)] - (b—a)

a<z<b
tengsizlikdan bevosita kelib chigadi.

Agar qaralayotgan funksiyalar uzluksiz bo‘lsa, oxirgi tengsizlikni
C'|a, b] fazo normasi orqali yozish mumkin:

/ al@) = F@dz < B—a)- [fa— fllofs.  (1083)

Shunday qilib, tekis yaginlashishdan o‘rtacha yaqginlashish kelib
chigar ekan. Ammo bu tasdigqga teskari tasdiq o‘rinli emas. Hattoki
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shunday funksional ketma-ketliklar mavjudki, ular, o‘rtacha yaqin-
lashishiga qaramasdan, birorta nugtada ham yaqinlashmaydi.

10.8.1 - misol. [0, 1] kesmani m ta teng bo‘lakka bo‘lib, Wy

simvol orgali k-qgismiy kesmaning xarakteristik funksiyasini belgi-

laymiz, ya’ni

k—1 k

) = {0 T T m

0, boshga =z lar uchun.

< x < bo‘lsa,

Xususan, [0, 1] kesmadagi barcha x lar uchun wyi(x) = 1. Quril-
gan funksiyalarni bitta ketma-ketlik ko‘rinishida joylashtiramiz:

wi1(z), wa(x), waa(w), wai(w), waa(w), was(x), ...,

va shunday nomerlangan ketma-ketlikni {f,(x)} simvol orqali bel-
gilaymiz.
Ravshanki, f,(x) > 0 va agar f,(2) = wmni(z) bo‘lsa,

1

/fn(:v)dac = %

0

Bundan { f,(z)} ketma-ketlikning [0, 1] kesmada o‘rtacha nolga
vaginlashishi kelib chigadi. Boshga tomondan, bu ketma-ketlikning
birorta ham nuqtada yaginlashmasligi o‘z-0‘zidan ko‘rinib turibdi.
Haqiqatan, har qanday z¢ € [0, 1] uchun {f,(x¢)} sonli ketma-
ketlik cheksiz ko‘p nol va birlardan iborat, ya’ni bu ketma-ketlik
ikki xususiy limitga egadir va shu sababli u yaqginlashmaydi.

Ma’lumki, biror kesmada uzluksiz funksiya shu kesmada albat-
ta Riman bo‘yicha integrallanuvchi bo‘ladi (6.5.3 - teorema). Lekin
bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni Riman bo‘yicha integral-
lanuvchi bo‘la turib, uzluksiz bo‘lmagan funksiyalar mavjud. Biroq,
qizig‘i shundaki, shunga qaramasdan, har ganday integrallanuvchi
funksiyani uzluksiz funksiyalar bilan o‘rtacha yaqginlashtirish mumkin
ekan. Chunonchi, navbhatdagi teorema o‘rinlidir.
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10.8.1 - teorema. Agar f funksiya [a, b| kesmada integrallanuv-
chi bo'lsa, istalgan ¢ > 0 olganda ham berilgan kesmada uzluksiz
bo‘lgan shunday f-(x) funksiya topiladiki, u wchun

b
/|f($)—fg(w)|dzv < e (10.8.4)

tengsizlik bajariladsi.
Isbot. Avval har qanday kesmaning xarakteristik funksiyasini,

ya'ni
w(z) — {1, x € |a, f],
0, «&lopl,

ko‘rinishdagi funksiyani ixtiyoriy aniqlikda uzluksiz funksiyalar bi-
lan o‘rtacha yaginlashtirish mumkinligini ko‘rsatamiz. Bunday uzluk-
siz funksiya sifatida w(x) dan faqat a <z < atevaf—ec<r < f
intervallarda farq qilib, bu ikki intervallarda chizigli bo‘lgan w.(x)
funksiyani olish mumkin. Ravshanki,

B
/|w(w)—w5(w)|dw = &

Xuddi shunga o‘xshab, istalgan [a, ) yarim interval xarakte-
ristik funksiyasini yaqinlashtirish mumkin.

Endi har ganday pog‘onasimon funksiya turli ko‘rinishdagi kesma
va yarim intervallar xarakteristik funksiyalarining chekli chizigli kom-
binatsiyasi ekanini qayd etamiz. Demak, bunday funksiyalarni ham
uzluksiz funksiyalar bilan ixtiyoriy aniqlikda o‘rtacha yaqinlashtirish
mumkin ekan.

Nihoyat, Darbu nazariyasiga ko‘ra, Riman bo‘yicha integrallanu-
vchi har ganday funksiyani pog‘onasimon funksiyalar bilan ixti-
yoriy aniqlikda o‘rtacha yaqinlashtirish mumkin (masalan, Darbu-
ning quyi va yuqori yig‘indilarini tashkil qiluvchi funksiyalar bilan)
va demak, yuqorida aytilganidek, uzluksiz funksiyalar bilan ham
vaginlashtirish mumkin.ll
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Riman bho‘yicha integrallanuvchi funksiyalar uchun Veyershtrass
teoremasiga (10.6.2 - teorema) o‘xshash navbatdagi tasdiq o‘rinli.

10.8.2 - teorema. Berilgan |a,b] kesmada Riman bo‘yicha in-
tegrallanuvchi har qanday [ funksiya uchun shunday Py algebraik
ko‘phadlar ketma-ketligi topiladiki, bunda

lim /|f )| de = (10.8.5)

n— o0

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot 10.8.1 - va Veyershtrass teoremalaridan kelib chigadi.
Hagiqatan, 10.8.1 - teoremaga ko‘ra, istalgan £ > 0 olganda ham
shunday uzluksiz f-(x) funksiya topiladiki, u uchun

/If r)|dx < % (10.8.6)

tengsizlik bajariladi.
10.6.2 - teoremaga asosan esa, shunday P:(x) ko‘phad topiladiki,
u uchun

e = @) < g a<w<h

Shunday ekan,

/Ifs o)lde < 2(;_&)/bdx -

Bu va (10.8.6) tengsizliklardan

bahoga ega bo‘lamiz.
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Endi € ga navbatma-navbat &, = 1/n giymatlar bersak, bu ba-
hodan talab qilingan (10.8.5) tenglikni olamiz.l

Riman ho‘yicha integrallanuvchi funksiyalarning muhim xossa-
laridan biri ularning o‘rtacha ma’nodagi uzluksizligidir.

10.8.3 - teorema. Berilgan |a,b] kesmada Riman bo‘yicha in-
tegrallanuvchi har qanday [ funksiya uchun

b—h
Jim. / (2 +h) — f(2)|de — 0 (10.8.7)

tenglik bajarilads.

Isbot. 10.8.1 - teoremaga ko‘ra, istalgan ¢ > 0 olganda ham
shunday uzluksiz f.(x) funksiya topiladiki, u uchun (10.8.4) baho
o‘rinli bo‘ladi. U holda,

b—h
/ @t h)— f@)]dr <

b—h b—h
< / @+ ) = fole + W) da + /Ifs(w+h)—fs(w)ldw+

b—h
+ / (@) — [(@)] da

O‘ng tomondagi birinchi va oxirgi integrallar (10.8.4) bahoga
binoan ¢ dan kichik bo‘lgani sababli,

b—h

b—h
/|f<x+h>—f<x>|dx <ost / o+ h) — fo(2)] da

Shartga ko‘ra, f-(x) funksiya |a, b] kesmada uzluksiz va bundan
chigdi, u shu kesmada tekis uzluksiz ham bo‘ladi. Demak, agar h —
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0 desak, oxirgi integral nolga intiladi va shuning uchun,
T _ < .
T [ @b - felde < 2

Endi £ > 0 ni ixtiyoriyligini hisobga olsak, bundan talab qilingan
(10.8.7) munosabat kelib chigadi.ll

Xuddi tekis yaginlashishdagi singari, o‘rtacha yaqinlashish uchun
ham integral ostida limitga o‘tish mumkin.

10.8.4 - teorema. Agar Riman bo ‘yicha integrallanuvchi { fo(x)}
funksiyalar ketma-ketligi integrallanuvchi f(x) funksiyaga o‘rtacha
yaginlashsa, u holda

b

b
lim / o) do — / (@) da (10.8.8)

n—ro0

tenglik bajariladi.
Isbot o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

/fn d:v—/f dx</|fn — f(x)| dx

tengsizlikdan kelib chigadi.
2. O‘rta kvadratik yaqinlashish. Matematik tahlil va uning
tadbiglarida o‘rta kvadratik yaqginlashish muhim ahamiyatga ega.
Ta’rif. [a,b] kesmada integrallanuchi fn(x) funksiyalar ketma-
ketligi va integrallanuvchi f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. Agar

lim. / ) — (@) dn — (10.8.9)

tenglik bajarilsa, fo(x) funksiyalar ketma-ketligi f(x) funksiyaga
o‘rta kvadratik yaginlashadi deyiladi.
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Biror kesmadagi o‘rtacha yaqinlashish va o‘rta kvadratik yaqin-
lashish orasidagi bog‘lanish navbatdagi tengsizlik orqali o‘rnatiladi.

10.8.1 - tasdiq. [a,b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi
har qanday [ va g funksiyalar uchun quyidagi

b b 1/2 b 1/2
/ f(@)g(x) de| < / (@) da / g@)Pde|

(10.8.10)
Koshi-Bunyakouvski tengsizligi deb atalmish tengsizlik o ‘rinli.
Isbot. Har ganday haqiqiy A uchun quyidagi

b
PO — / INf() — g(a)]? da (10.8.11)

kattalikni garaymiz.
Ravshanki,

b b b
PO — A2 / F@)Pde — 2 / J@)g(a)de + / g(@) dr —

= NA-2\B+C, (10.8.12)

ya’'ni P(A) kvadratik uchhaddir. Bu uchhad, (10.8.11) ta’rifga ko‘ra,
barcha A € R lar uchun manfiy emas. Shuning uchun,uning diskri-
minanti, ya'ni B? — AC' musbat bo‘la olmaydi. Demak, (10.8.12)
dagi belgilashlarni hisobga olsak,

b 2 b b
B AC - / gy de | — / (@) da / g(@)2dr < o.

Ravshanki, hosil bo‘lgan tengsizlik (10.8.10) munosabatning o‘zidir.l

10.8.5 - teorema. Riman bo‘yicha integrallanuvchi f(x) funk-
styaga o‘rta kvadratik yaginlashuvchi integrallanuvchi har ganday
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{fu(2)} funksiyalar ketma-ketligi shu funksiyaga o ‘rtacha ham yaqin-
lashadi.

Isbot. (10.8.10) Koshi-Bunyakovski tengsizligida f(x) funksiya
sifatida | f,(x) — f(x)| funksiyani olib va g(x) =1 deb,

/|fn —f@)ldr < VB—a) /|fn — f@)Pde

tengsizlikni hosil gilamiz.

Agar ketma-ketlik o‘rta kvadratik yaqinlashsa, o‘ng tomon nolga
intiladi va shu sababli, chap tomon ham nolga intiladi. Demak, bu
ketma-ketlik o‘rtacha ham yaqinlashar ekan.ll

Shuni aytish kerakki, biz 10.8.5 - teorema yordamida o‘rtacha
vaginlashuvchi ketma-ketliklar xossalarini o‘rta kvadratik yaqinla-
shuvchi ketma-ketliklar holiga o‘tkazishimiz mumkin. Masalan, nav-
batdagi tasdiq o‘rinli.

1/2

10.8.6 - teorema. Agar Riman bo ‘yicha integrallanuvchi { fo(x)}
funksiyalar ketma-ketligi integrallanuvchi f(x) funksiyaga o‘rta kvad-
ratik yaginlashsa, navbatdagi

Jim /b fula) do = /b f(a)do

tenglik bajariladi.

Eslatma. Shuni alohida gayd etish joizki, biz o‘rtacha yaqin-
lashish uchun Koshi kriteriysini keltirmadik va bu tasodif emas,
albatta. Aslida o‘rtacha yoki o‘rta kvadratik ma’noda fundamen-
tal ketma-ketlik ta’rifini berish oson. Ammo har qanday fundamen-
tal ketma-ketlik ham Riman bo‘yicha integrallanuvchi funksiyaga
vaginlashavermaydi. Bunga sabab fagatgina limit funksiyani chegara-
lanmagan bo‘lishining mumkinligi emas. Chunki bu sababni bar-
taraf gilish uchun hiz xosmas ma’noda Riman bo‘yicha integrallanuv-
chi (yoki kvadrati xosmas ma’noda Riman bo‘yicha integrallanuv-
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chi) funksiyalarni qo‘shib, qaralayotgan fazoni kengaytirishimiz mum-
kin. Lekin bu yerda boshqa muhim sabab borki, fazoni bunday ken-
gaytirish vaziyatni o‘zgartirmaydi.

Hosil bo‘lgan muammo integralni yangicha aniglash orqali hal
gilinadi. Bunda aniqlanadigan yangi integral Lebeg integrali deb
atalib, u, birinchidan, Riman bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalar
uchun Riman integrali bilan ustma-ust tushadi va, ikkinchidan, Lebeg
integrali Riman bho‘yicha integrallanmaydigan ko‘pgina funksiyalar
uchun ham aniglanadi. Vengriyalik matematik F.Riss (F.Riesz) va,
undan bog‘ligmas ravishda, nemis matematigi E.Fisher (E.Fischer)
tomonidan Lebeg integrali yordamida aniglangan o‘rtacha (xuddi
shu kabi, o‘rta kvadratik) yaginlashish uchun Koshi kriteriysi o‘rinli
ekanligi isbotlangan.

§ 10.9. Darajali qatorlar

1. Quyidagi
[e @]
> ot (10.9.1)
k=0

ko‘rinishdagi funksional qator darajali qator deb ataladi, bunda cy
haqiqiy sonlar darajali qatorning koeffitsientlari deyiladi.
Har ganday darajali gqator uchun

1 .
7 lim /|cn| (10.9.2)

n—ro0

tenglik orgali aniglangan R kattalikni kiritamiz. Bunda, agar o‘ng
tomondagi yuqori limit +oco ga teng bo‘lsa, hiz R = 0 deb hisob-
laymiz, bordi-yu yuqori limit nolga teng bo‘lsa, biz formal ravishda
R = +00 deymiz.

10.9.1 - teorema. Agar (10.9.1) darajali qator berilgan bo‘lib,
R kattalik (10.9.2) tenglik orqali aniglangan bo‘lsa, w holda (10.9.1)
qator |x| < R bo‘lganda absolyut yaginlashib, |x| > R lar uchun u
wzoqlashads.
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Isbot. Agar a, — c,2™ desak,

T el = lo| o /el — Jol
bo‘ladi.

Yuqori limit ko‘rinishidagi Koshi alomatiga (10.2.3 - teorema)
binoan, (10.9.1) gator oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi kattalik 1
dan kichik bo‘lsa (ya'ni |x| < R bo‘lsa), absolyut yaqinlashadi va
o‘sha kattalik 1 dan katta bo‘lsa (ya'ni || > R bo‘lsa), uzoqlashadi.
[ |

(10.9.2) tenglik bilan aniglangan R soni (10.9.1) darajali qa-
torning yaginlashish radiusi deyiladi va (—R, R) interval esa yaqin-
lashish intervali deyiladi.

10.9.1 - misol. Ushhu

k

[e @]

x
>
k=0

darajali gator istalgan z € R uchun yaqinlashadi, chunki

I n 1
lim — =0
n—00 n!
va shu sababli, yaqinlashish radiusi 400 ga teng.

10.9.2 - misol. Ushbu

o0
Z k! ak
k=0

darajali qator x = 0 da yaqinlashib, istalgan 2 # 0 uchun uzoq-
lashadi, chunki
lim W = 4o

n—o0
va shu sababli, yaqginlashish radiusi 0 ga teng.
Shuni aytish kerakki, agar 0 < R < oo bo‘lsa, darajali gator
vaginlashish intervalining chegaraviy nuqtalarida yaqginlashi ham va
uzoqlashishi ham mumkin.



§10.9. Darajali qatorlar 547

10.9.3 - misol. Ushbu

[e @]
> o
k=0
darajali qatorning yaqinlashish radiusi birga teng. Ravshanki, qator
har ikkala chegaraviy x = 1 va x = —1 nuqtalarda uzoqlashadi.
Darajali qator yaqinlashish intervalining bir chegaraviy nuqtasi-
da yaqinlashib, ikkinchisida uzoqlashishi mumkin.
10.9.4 - misol. Ushbhu

o0
Z klm

k=0

darajali qatorning yaqinlashish radiusi birga teng bo‘lib, qator x = 1
da yaginlashadi va £ = —1 da uzoqlashadi.
Navbatdagi misol darajali gqator yaginlashish intervalining har
ikkala chegaraviy nuqtalarida yaqginlashishi mumkinligini ko‘rsatadi.
10.9.5 - misol. Ushhu
>

k=0

wl

darajali qatorning yaqinlashish radiusi birga teng. Ravshanki, bu
gator —1 < x < 1 kesmaning barcha nuqtalarida yaqinlashib, bu
kesmadan tashqarida uzoqlashadi.

Navbatdagi teorema yaginlashish intervali ichida yotgan har gan-
day kesmada darajali qatorning tekis yaqinlashishini ko‘rsatadi.

10.9.2 - teorema. Agar (10.9.1) darajali gatorning yaginlashish
radiusi R > 0 ga teng bo‘lsa, 0 < r < R intervaldan olingan istalgan
r uchun bu qator [—r,r| kesmada tekis yaginlashadi.

Isbot. Ravshanki, agar —r < 2 < r bo‘lsa,

ek < Jexlr®

tengsizlik bajariladi.
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Bundan tashqari, 10.9.1 - teoremaga asosan,

[e @]
> lelr®
k=0

sonli qator yaginlashadi. Shunday ekan, Veyershtrass alomatiga (10.7.6
- teoremaga) ko‘ra, (10.9.1) qator [—r, r] kesmada tekis yaqinlasha-
di. B

Natija. Darajali qator yig‘indist yaginlashish intervali ichida
uzluksiz funksiya bo‘lads.

Hagigatan, 10.9.2 - teoremaga asosan, darajali qator yig‘indisi
vaginlashish intervali ichidagi har qanday kesmada uzluksiz bo‘ladi.
Demak, u bu intervalning istalgan nuqtasida ham uzluksizdir.

2*, Qayd etish joizki, agar darajali qator yaqinlashish intervali-
ning biror chegaraviy nuqtasida yaqginlashsa, u holda gator yig‘indisi
mana shu nugtada uzluksiz bo‘ladi. Ravshanki, ishotni fagat yaqin-
lashish radiusi 1 ga teng bo‘lgan holda keltirish yetarli. Mazkur
holdagi tasdiq Abel teoremasi deb ataladi.

10.9.5 - teorema (N. Abel). Faraz qilaylik, (10.9.1) darajali
qatorning yagqinlashish radiusi 1 ga teng bo‘lib,

[e @]
flx) = chwk, —l<a<l,
k=0

bo‘lsin.

Agar (10.9.1) qator x = 1 da S soniga yaqinlashsa, u holda

i, fo) = 8

tenglik bajarilads.

Isbot Abel jamlash usulining regulyarligi haqidagi 9.5.2 - teo-
remadan kelib chigadi. B

Eslatma. Xuddi shu kabi tasdiq funksiya © = —1 nuqtada
o‘ngdan uzluksiz bo‘lgan holda ham o‘rinli.

10.9.6 - misol. Ma’lumki,

>

(_1)k—1m_k
k=1 k
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darajali qator —1 < 2 < 1 da yaqinlashadi vauning yig‘indisi S(x)
quyidagi
S(z) = In(1+2x)

tenglik bilan aniqlanadi.

Qator x = 1 nugtada yaginlashgani sababli uning yig‘indisi,
Abel teoremasi ta’kidlaganidek, shu nugtada uzluksizdir.

Qayd etish joizki, Abel teoremasining teskarisi o‘rinli emas, ya’ni

chekli
. k
g 3

limitning mavjudligidan (10.9.1) qatorning = 1 nuqtada yaqin-
lashishi kelib chigmaydi.
10.9.7 - misol. Ushhu

> (-1t
k=0

gatorni qaraymiz.
Ravshanki, |z| < 1 bo‘lganda bu qator yaqinlashib,uning yig‘indisi
S(x) quyidagi

1
S p—
@) = 172
ko‘rinishga ega.
Shubhasiz, quyidagi
- 1
. Yk k

limit mavjud, ammo = = 1 nugtada gator uzoqlashadi.
Qator har ikkala chegaraviy nuqtalarda uzoqlashib, ammo bir
tomonlama limitlar bu ikki nugtada mavjud bo‘lishi ham mumkin.
10.9.8 - misol. Ushhu

00
(—1)k$2k
k=0
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gatorni qaraymiz.
Agar |x| < 1 bo‘lsa, bu qator, shubhasiz, yaqinlashib, uning
yig‘indisi S(z) quyidagi

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Chegaraviy © = 1 va x = —1 nugtalarda qator uzoqlashsada,
shunga garamasdan,

. . 1

tengliklar o‘rinlidir.

3. Funksiyalarni darajali qatorlarga yoyish. Ushbu band-
da biz qanday shartlar ostida berilgan funksiyani darajali qator
ko‘rinishida tasvirlash mumkinligini aniglashga harakat gilamiz.

Ta’rif. Agar (—R, R) intervalda aniqlangan f(x) funksiya uchun
unga har bir x € (=R, R) nugtada yagqinlashuvchi darajali qator
mavjud bo‘lsa, [ funksiya shu intervalda darajali gatorga yoyiladi
deymiz.

Avvalo shuni gayd etamizki, 10.9.2 - teoremaning natijasiga ko‘ra,
darajali gqatorga yoyiluvchi bo‘lishi uchun f funksiyaning uzluksiz
bo‘lishi shart. Lekin, quyida ishot qilinadigan 10.9.3 - teoremaga
binoan, bu shart yetarli emas ekan.

10.9.1 - lemma. Berilgan darajali qatorning va unt formal
ravishda differensiallash natijasida hosil bo‘lgan qatorning yagqin-
lashish radiuslari o‘zaro tengdir.

Isbot. Aytaylik, R soni quyidagi

(o)
Z ckmk, —R <z <R,
k=0

darajali gatorning yaginlashish radiusi bo‘lsin.



§10.9. Darajali qatorlar 551

U holda formal ravishda differensiallashdan hosil bo‘lgan qator

Z ke Z (k+1) ckHw (10.9.3)
= k=0
ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Ravshanki,
Jim VE+1 = 1.
—00

U holda (10.9.2) ta'rifga asosan, differensiallangan qator yaqin-
lashish radiusi B; uchun

1 _— S
— = lim Y (k+1)|egp1] = lim /(k+1)- lim /|cei1] =
R k—o0 k—o0 k—o0

1

(k+1)/k

g [

k—o0

tenglikka ega bo‘lamiz. B

10.9.3 - teorema. Yaginlashish intervali ichida darajali qator
yig ‘indisi cheksiz differenstallanuvchi funksiyadir.

Isbot. Faraz qilaylik, R > 0 uchun f funksiya (—R, R) interval-
da darajali qatorga yoyilsin:

= Z cx®, —R<x<R. (10.9.4)

Formal ravishda differensiallash natijasida hosil bo‘lgan (10.9.3)
qator, 10.9.1 - lemmaga asosan, berilgan (10.9.4) qator bilan bir xil
vaginlashish radiusiga ega bo‘ladi. U holda, 10.3.2 - va 10.9.2 - teo-
remalarga ko‘ra, darajali qator yig‘indisi yaqginlashish intervali ichi-
da differensiallanuvchidir. Shu sabali, f funksiya differensiallanuvchi
bo‘lib,

o0
Z (k+1) ckHw
k=0

tenglik bajariladi.
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Demak, darajali qatorga yoyilayotgan funksiyvaning hosilasi ham
xuddi o‘sha yaginlashish radiusiga ega bo‘lib, darajali qatorga yoyi-
lar ekan. Shunday ekan, biz hosila uchun yana avvalgi muloha-
zalarni qaytarishimiz mumkin. Natijada, ravshanki, qaralayotgan
funksiyaning cheksiz differensiallanuvchi ekani kelib chiqadi. B

Eslatma. 10.9.3 - teoremaning isbotidan ko‘rinib turibdiki, dara-
jali gatorga yoyiluvchi funksiyaning hosilasini hadma-had differen-
siallab topishimiz mumkin ekan.

Biror intervalda darajali qatorga yoyiluvchi har ganday funksiya
boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lib, bu boshlang‘ich funksiya ham
o‘sha intervalda darajali qatorga yoyilishini ko‘rsatish qiyin emas.
Hagigatan, agar

flx) = Z aa®, —R<x <R, (10.9.5)
k=0

desak, u holda formal ravishda integrallangan darajali qator quyida-
gi
oo k1
F = —R R 10.9.6
('x) % Ckk +1 ) <x < h, ( )

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Ravshanki, (10.9.5) qator (10.9.6) darajali qatorni formal ra-
vishda differensiallashdan hosil bo‘lgan deyishimiz mumkin. U hol-
da, 10.9.1 - lemmaga asosan, bu ikki gqatorning yaqginlashish radius-
lari o‘zaro teng bo‘ladi. 10.9.2 - teoremadan bu ikki gator yaqin-
lashish intervalida yotgan istalgan kesmada tekis yaginlashishi kelib
chigadi. Shuning uchun,10.9.3 - teoremaga ko‘ra,

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Bundan F(x) funksiya (—R, R) intervalda f(x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyasi ekani kelib chigadi.
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Shuni aytish kerakki, 10.7.3 - teoremaga asosan, darajali qator-
larni hadma-had integrallash mumkin, ya’ni

/f(t) dt = > k:ch:l e*tt _R<a <R, (10.9.7)
0 k=0

tenglik o‘rinli.
Darajali qatorga yoyiluvchi funksiyaning cheksiz differensiallanuv-
chi ekani gatorning koeffitsientlarini topishga imkon beradi.
10.9.4 - teorema. Agar f funksiya (10.9.4) darajali qatorga
yoyilsa, u holda qator koeffitsientlari quyidagi
1" (0)

Cn = =, n=0,1,2,.. (10.9.8)
n

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Isbot. (10.9.4) darajali qatorni n marta differensiallab, 10.9.3 -
teoremaga ko‘ra,

f2) = > k(k—1)- - (k—n+1)ea*™, -R<z<R,
k—n

tenglikni hosil gilamiz.
Agar x = 0 bo‘lsa, o‘'ng tomondagi yig‘indida birinchi haddan
tashgari barcha hadlar nolga teng bo‘ladi. Demak,

F7(0)

Natija. (—R, R) intervalda darajali qatorga yoyiluvchi funksiya-
ning darajali qatort quyidagi

nn—1---1-¢, = nl-c,. B

© k)
flz) = Z %wk, —R <x <R, (10.9.9)
k=0 )

ko‘rinishga ega.

(10.9.9) qator f funksiyaning Teylor qatori deb ataladi. E’tibor
bering, (10.9.9) qatorning koeffitsientlari xuddi Teylor formulasidagi
(§ 4.5 ga qarang) ko‘rinishga ega.
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Shunday qilib, biror intervalda darajali qatorga yoyiluvchi funk-
siya shu intervalda cheksiz differensiallanuvchi bo‘lar ekan. Ammo,
navbatdagi misoldan ko‘rinib turibdiki, har gqanday cheksiz diffe-
rensiallanuvchi funksiya ham darajali qatorga yoyilavermaydi.

10.9.9 - misol. Quyidagi

hiz) — {6_1/12, agar x #0 bo'lsa, (10.9.10)

0, agar x =0 Dbo'lsa,

funksiyani qaraymiz.

Ravshanki, bu funksiya sonlar o‘qgining barcha nuqtalarida, xusu-
san x = 0 nugtada ham, uzluksizdir. Bundan tashqari, har qanday
natural m uchun

lim 2 ™h(z) = 0 (10.9.11)

r—0

tenglik ham o‘rinli.

Agar z £ 0 bo‘lsa, (10.9.10) funksiyaning ixtiyoriy 2™ (z) hosi-
lasi 7 ™h(x) ko‘rinishdagi funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi
bo‘lib, (10.9.11) tenglikka ko‘ra, bu funksiya butun sonlar o‘gida
cheksiz differensiallanuvchidir. Bundan tashqari,

R™M0) = 0, n=0,1,2,..

Bundan chiqdi, h(z) funksiyaning barcha Teylor koeffitsientlari
nolga teng bo‘lib, bu darajali qator nolga (ya'ni x # 0 bo‘lganda
h(x) funksiyaga emas) yaqinlashadi. Shunday qilib, h(x) cheksiz dif-
ferensiallanuvchi bo‘lishiga qaramasdan, birorta ham (—R, R) ko‘ri-
nishdagi intervalda darajali qatorga yoyilmaydi.

Darajali gqatorga yoyilish shartini quyidagi

noopR)
) =y 20

k=0 ’

2 + Ryyi(x), —R<ax<R, (10.9.12)

Teylor formulasini kuzatish orqali topish mumkin.
10.9.5 - teorema. Berilgan f funksiyaning (—R, R) interval-
da darajali qatorga yoyilishi uchun (10.9.12) Teylor formulasidagi
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Rpy1(x) qoldiq hadning shu intervalda n — oo da nolga intilishi
zarur va yetarl.

Isbot (10.9.12) tenglikdan bevosita kelib chiqadi.

1 - natija. Agar f funksiya (—R, R) intervalda cheksiz diffe-
renstallanuvchi bo‘lib, biror M > 0 o‘zgarmas bilan

|
f™ (@) < M%, ~R <z <R, (10.9.13)
tengsizlik bajarilsa, u holda bu funksiya (—R, R) intervalda darajali
qatorga yoyiladi.

Hagigatan, agar qoldiq hadni Lagranj ko‘rinishida olsak,

_ |f<n+1) (£)| |m|n+1

i@ =

- R

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bundan qgoldiq hadning nolga intilishi ke-
lib chigadi.

2 - natija. Agar f funksiya (—R, R) intervalda cheksiz diffe-
renstallanuvchi bo‘lib, biror M > 0 o‘zgarmas bilan

IfM@) < M, —R<ax<R, (10.9.14)

tengsizlik bajarilsa, u holda bu funksiya (—R, R) intervalda darajali
qatorga yoyiladi.
Hagiqatan, (10.9.14) tengsizlikdan biror yangi M o‘zgarmas bi-
lan (10.9.13) shart kelib chigadi.
10.9.10 - misol. Ko‘rsatkichli funksiya quyidagi yoyilmaga ega:
T
e =) —, —oo<w<+oo. (10.9.15)

n!
n=0

Hagigatan, istalgan musbat R uchun
/()] =e"< M = e, —R<ua <R,

tengsizlik o‘rinli, ya'ni (10.9.14) shart bajariladi. Ravshanki, (10.9.15)
darajali gatorning yaginlashish radiusi +oco ga teng.
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10.9.11 - misol. Kosinusning yoyilmasi quyidagi ko‘rinishga
ega:

o0 2%k
cosx = Z (_1)k(§k)" —oo < & < +o0. (10.9.16)
k=0 )

Bu holda butun sonlar o‘qgida
|f ()] = ‘cos (LE + %)‘ <1, —oo<z< 400,

tengsizlik o‘rinli. Bundan (10.9.16) darajali qatorning yaqinlashish
radiusi +oo ga tengligi kelib chigadi.
10.9.12 - misol. Xuddi shunga o‘xshash, sinus quyidagi

S A $2k+1

yoyilmaga ega bo‘lib, (10.9.17) darajali qatorning yaqinlashish ra-

diusi +oo ga tengligi ko‘rsatiladi.
10.9.13 - misol. Logarifmik funksiya quyidagi yoyilmaga ega:

> n
n(ltaz) = 3 (-1 % d<a<l. (10.9.18)

n=1

Odatda bu tenglikning isboti alohida —1 < 2 < 0 interval va
alohida 0 < 2 < 1 kesma uchun amalga oshiriladi. Agar 0 < a2 <1
bo‘lsa, qoldiq hadni Lagranj ko‘rinishda olib,

1 n! il 1
- . . <
Dl (remt ® =5

Rpy1(x) 0<&<a <,
bahoga ega bo‘lamiz va bundan qoldiq hadning nolga intilishi kelib
chigadi. Bodiyu —1 < = < 0 bo‘lsa, qoldiq hadni Koshi ko‘rinishida
olish qulay bo‘ladi, ya'ni:

FUE)
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Demak,

_ 1 . . _¢cn |:E| |5E|_|£| "
ol = g el b6 = 2 ()

Argumentning qaralayotgan giymatlari uchun gavs ichidagi ifoda 1
dan kichik bo‘lgani uchun, qoldiq had n — oo da nolga intiladi.

4*, Biror intervalda darajali qatorga yoyiladigan funksiyani shu
intervalda analitik funksiya deyishadi. Shunday qilib, analitik funk-
sivani nolning istalgancha kichik atrofida bilsak, uning qiymatlarini
funksiya analitiklik bo‘lgan intervalning ixtiyoriy nuqtasida aniqla-
shimiz mumkin. Boshqacha aytganda, analitik funksiyaning grafigi-
ni chizar ekanmiz, biz grafikni istalgancha davom ettira olmaymiz,
ya'ni biz uni faqat Teylor gatoriga binoan chizishimiz mumkin. Ay-
nan shunday funksiyalarni matematik tahlil asoschilari XVII-XVIII
asrlarda <hagqiqiy> funksiyalar deyishgan. Grafigi «qo‘lning erkin
harakati bilan>(<libera manu ducta>) chiziladigan funksiyalarni
esa, ular funksiya deb garashmagan.

Xuddi (10.9.1) ko‘rinishdagi darajali qatorlar singari quyidagi

i cr(x — a)” (10.9.20)

k=0

ko‘rinishdagi qatorlar ham o‘rganiladi, bu yerda a — sonlar o‘gining
istalgan nugtasi.

Bu (10.9.20) qatorning yaqinlashish radiusi ham (10.9.2) formula
bilan aniqlanadi, bunda yaqinlashish intervali (¢ — R, a + R) ko‘ri-
nishga ega bo‘ladi.

Agar funksiya a € R nugtaning biror atrofida (10.9.20) ko‘rinish-
dagi darajali qatorga yoyilsa, bunday funksiya shu nugtadae analitik
deyiladi.

Agar funksiya (— R, R) intervalda (10.9.1) ko‘rinishdagi darajali
gatorga yoyilsa, u holda bunday funksiya shu intervalning har bir
nuqtasida analitik ekanini navbatdagi teoremada ko‘rsatamiz.

10.9.6 - teorema. Agar biror R > 0 uchun f funksiya (—R, R)
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intervalda quyidagr

0 )
= / k:(O)xk’ —R<2<R, (10.9.21)
k=0 )

darajali qatorga yoyilsa, u holda istalgan a € (—R, R) nugta uchun
shunday p > 0 son topiladiki, v uchun quyidagi tenglik bajariladi:

)
-y f k'(a)(x_a)k7 a—p<x<atp (10.9.22)
k=0 )
Isbot. Agar
- Y ca”, —R<a <R,

desak, [a + (x — a)|™ ni Nyuton binomi bo‘yicha yoyib,

> > n

I S D S A
n=0 n=0 k=0
= Z x—a) Zk;' n—k ke, — i br(x—a)¥, (10.9.23)
k=0 k=0

tenglikni hosil gilamiz, bu yerda

_ = n! n—k
k= nz;ckl(n—k:)!a o

Biz (10.9.23) da yig‘ish tartibini o‘zgartirdik. Bunday o‘zgartirish
faqat quyidagi

Z Icnlzk, IaI” o —al* = Y leal(lal + |2 —a])?
n=0

(10.9.24)
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gator yaginlashgandagina ma’noga ega. Hozir biz ana shu yaqin-
lashishni ko‘rsatamiz.
Avval (10.9.24) ning o‘ng tomonidagi qatorni

(o)
> lealt” (10.9.25)
n=0

ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda t = |a| +|z—a|. Endi p = R—|a|
deb belgilaymiz. U holda x € (a — p,a + p) lar uchun

t = lal+|lx—al < |a|]+p = R

tengsizlik o‘rinli va shuning uchun, (10.9.25) qator va demak, (10.9.24)
gator ham yaqinlashadi.

Ikki (10.9.22) va (10.9.23) darajali qator koeffitsientlarining o‘zaro
ustma-ust tushishi xuddi 10.9.4 - teorema isbotidagidek ko‘rsatiladi.ll

1 - eslatma. Teoremaning isbotidan ko‘rinib turibdiki, (10.9.22)
qatorning yaqinlashish radiusi R — |a| sonidan kichik emas ekan.
Lekin (10.9.22) qatorning yaqinlashish radiusi bu sondan katta
bo‘lgan holga va hattoki, bu radius dastlabki gator yaqinlashish
radiusi R dan katta bo‘lgan holga ham misollar keltirish mumkin.

10.9.14 - misol. Agar f(z) = (2 + )~ ! funksiyaning (10.9.21)
ko‘rinishdagi darajali qatorini

1
242

1 1 & Lk
X o PR
14T 2L 2
+2 k=0

N | —

deb yozib olsak, bu darajali qatorning yaqinlashish radiusi 2 ga teng
ekanligini ko‘ramiz.

Lekin 10.9.6 - teoremaga ko‘ra, xuddi shu funksiya ¢ = 1 nuqta
atrofida ham qatorga yoyiladi va mos yoyilma, ravshanki,

1 1 1 1 1 & L —1)F
= 5~ 3 a1 32 OV
2420 3+@-1) 3 3~ 3
; —

ko‘rinishga ega. Bu gatorning esa yaqinlashish radiusi 3 ga tengligini
ko‘rish giyin emas.
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2 - eslatma. Veyershtrass teoremasiga (10.6.2 - teoremaga)
ko‘ra, [—R, R| kesmada uzluksiz har qanday f(x) funksiyani tekis
yaqinlashuvchi P,(x) ko‘phadlar ketma-ketligining limiti sifatida
garash mumkin. Demak, agar

Qi1(x) = Pi(x), Qnlx) = Pu(x)— Pr1(x), n=2,3, ...,

desak, quyidagi tenglik bajariladi:
f@) = 3 Qula), -R<ax<R
n=1

Shunday qilib, Veyershtrass teoremasiga binoan, har qanday uz-
luksiz funksiyani tekis yaginlashuvchi ko‘phadlar gatori ko‘rinishida
yozish mumkin ekan. Ammo bu ko‘phadlar qatorini doim ham dara-
jali qator sifatida yozib olish mumkin emas. Masalan, agar Veyersht-
rass teoremasidagi P, (x) ko‘phadlar ketma-ketligi

P (x) — Po—1(x) = cpa”

shartni qanoatlantirsa, biz darajali qatorga ega bo‘lamiz.

Umumiy holda tekis yaqinlashuvchi ko‘phadlar gatorini dara-
jali qatorga fagat yoyilayotgan funksiya yaginlashish intervali ichida
analitik bo‘lgandagina o‘zgartirish mumkin.

5*. Kompleks o‘zgaruvchili darajali qatorlar. Kompleks
z = x+1y € C o‘zgaruvchili va kompleks ¢, = ay + iby koeffitsientli
ushbu

(o)
> st (10.9.26)
k=0

ko‘rinishdagi darajali qatorlar muhim ahamiyatga ega.
Bunday qatorlar uchun yaginlashish radiusi R xuddi haqiqiy
o‘zgaruvchili darajali qatorlar holidagidek aniqlanadi:

1 _
T lim A/|c,] . (10.9.27)

n— o0
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(10.9.26) darajali qatorning |z| < R da yaqinlashib, |z| > R da
uzoqlashishi ham xuddi haqiqiy o‘zgaruvchili darajali qatorlardagidek
ishotlanadi.

Kompleks tekislikda {z € C : |z] < R} to‘plam radiusi R ga teng
va markazi koordinatalar boshida bo‘lgan ochiq doirani anglatadi
va u yaqinlashish doirasi deb ataladi. Xususan, yaqinlashish radiusi
degan nomning kiritilishiga sabab ham aynan shundadir.

Agar

f(z) = > e, [zl <R, (10.9.28)
k=0

tenglik o‘rinli bo‘lsa, kompleks o‘zgaruvchili f : C — C funksiya
{]z| < R} doirada darajali qatorga yoyiladi, bunda f(z) funksiya
shu doirada analitik deyiladi.

Masalan,

1 > &
@) = = 3k k<,
k=0
funksiya radiusi 1 ga teng bo‘lgan doirada analitik bo‘ladi.
Shuni aytish joizki, agar (10.9.28) qatorning ¢ koeffitsientlari
haqiqiy bo‘lsa, f(x) funksiya argumentning haqiqiy = giymatlari
uchun haqiqiy giymatlar qabul giladi:

flz) = Z e, —R<ax <R (10.9.29)
k=0

Bunda (10.9.28) funksiya (10.9.29) funksiyani sonlar o‘qining
(=R, R) intervalidan kompleks tekislikning {z € C : |z| < R}
doirasiga analitik davom ettiradi deyiladi.

Analitik davom ettirish, dastlab argumentning hagqiqiy qiymat-
lari uchun aniqlangan, asosiy elementar funksiyalarni kompleks qiy-
matlar uchun aniglashning asosida yotadi.

10.9.15 - misol. Argumentning kompleks giymatlari uchun
ko‘rsatkichli funksiyani quyidagicha aniqlaymiz:

[e @] Zn
e = —5, 2€C. (10.9.30)

n=0
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Bu funksiyaning kompleks sohada ham xuddi argumentning ha-
qiqgiy giymatlari uchun ega bo‘lgan asosiy xossalarga ega ekanini
ko‘rsatamiz. Buning uchun avval, Nyuton binomiga ko‘ra, istalgan
natural n uchun quyidagi

(a+b)” 1 n! kpm Z ak bm

k' m!

| | Im!
n! nt = ktm! i
tenglik o‘rinli ekanini eslatib o‘tamiz.
Bu tenglikda yig‘indisi nn ga teng bo‘lgan barcha manfiy bo‘lma-
gan butun k£ va m lar bo‘yicha yig‘indi olinayapti
Ushbu tenglikni ixtiyoriy kompleks a va b sonlar uchun qo‘llasak,

@ - (a b fo
D I D D DR
n=>0 n=0 kt+m=n
DI D DR

tenglikni olamiz.
Shunday qilib, kompleks sohada ko‘rsatkichli funksiyaning asosiy

xossasi o‘rinli bo‘lar ekan:

Tt — ev.eb e C, beC. (10.9.31)

Y

Agar z = it desak,

, 00 inyn 00 i2ky2k 00 2kt 1y2kt1
dtﬂ:}?;@ +kzo @kt
Endi i> = —1 ekanini hisobga olsak,
et = i (—1) k = + zz k e = cost +isint.
(2h)! [P

k=0
Shunday qilib,
e = cost +isint, —oo <t < foo. (10.9.32)
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Bu formula Eyler formulasi deb ataladi.
(10.9.31) va (10.9.32) tengliklardan quyidagi

e* = "W — ¢%(cosy + isiny) (10.9.33)
ayniyat kelib chigadi.

Ahamiyat bering, agar argumentning mavhum gismiga 27 ni
qo‘shsak, funksiya qgiymati o‘zgarmaydi:

PP — o ¥ — oF(cos2m + isin2m) = €7,
ya’ni (10.9.30) tenglik bilan aniqlangan ko‘rsatkichli funksiya davriy
bo‘lib, uning davri 274 ga teng ekan. Ma’lumki, haqiqiy to‘g‘ri chi-
zigda ko‘rsatkichli funksiya gat’iy monoton edi.

10.9.16 - misol. Argumentning kompleks qgiymatlari uchun si-
nus va kosinus trigonometrik funksiyalarini quyidagi tenglik orqali
aniglaymiz:

) 0 i 22k+1
sz = Z (—1) m, z € C, (10934)
k=0
va
i (—1)* & C (10.9.35)
cosz = - , z2¢€C. 9.
2 (2k)!

Bu ta'rifdan bevosita
sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cosz, z€C,

munosabatlar kelib chigadi.
Endi, (10.9.30) ta’rifni hisobga olib, har gqanday kompleks z
uchun o‘rinli bo‘lgan, quyidagi

e” = cosz tisinz, z¢€C, (10.9.36)

ayniyatni yozishimiz mumkin. Bevosita bu ayniyatdan navbatdagi
tengliklar kelib chiqadi:
ez’z + e—z’z ez’z _ e—z’z

_ " ginz = & —-¢° . (10.9.
cos 2 5 , sinz 5 ze€C. (10.9.37)



564 Funksional ketma-ketliklar va qatorlar X Bob

Ma’lumki, haqgiqiy argumentli sinus va kosinus funksiyalarining
absolyut giymatlari 1 dan oshmas edi. Ammo kompleks tekislikda
(10.9.34) va (10.9.35) tengliklar orqali aniglangan sinus va kosinus
funksiyalari har qanday kompleks giymatni gabul qilishi mumkin.
Masalan, quyidagi

cosz = 2 (10.9.38)

tenglamani yechaylik.
Buning uchun A = % deb belgilash kiritamiz. U holda, (10.9.37)
dagi chap tenglikni hisobga olsak,

1
)\+X:4’ yani A —4\+1=0.

Hosil bo‘lgan kvadratik tenglama ikki musbat haqiqiy ildizlarga
ega:
)\172 = 2+ \/g

Agar z = x + iy son (10.9.38) tenglamaning ildizi bo‘lsa, u holda
e = X\ bo'lib, (10.9.33) ga ko'‘ra,

e = e¥t® — e Y(cosa +isinx) = A

tenglikni olamiz.

Bundan, A ning musbat va haqiqiy bo‘lgani uchun, sinxz = 0 va
cosz > 0. Demak, x = 2kn, bu yerda k ixtiyoriy butun son. Shuning
uchun,

1
e’V =\ yani y:lnx.

Shunday qilib, (10.9.38) tenglama ikki qismdan iborat yechimga
ega ekan:

zip = 2km+iln(2+v/3), Zop = 2km+iln(2—V3), kecZ
Agar markazi ¢ € C nuqtada bo‘lgan shunday doira mavjud

bo‘lib,uning ichida

f(z) = i en(z —o)F (10.9.39)

k=0
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tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(z) funksiya ¢ nuqtada analitik deyi-
ladi.

Yaqinlashish radiusi xuddi o‘sha (10.9.27) tenglik bilan aniqglana-
di.

Yagqinlashish radiusi bilan funksiyaning analitiklik sohasi orasida-
gi bog'liglik darajali qatorlarni aynan kompleks tekislikda garagan-
da vaqqol ko‘zga tashlanadi. Masalan, quyidagi

1

@ =

funksiyani haqiqiy argumentlar uchun garasak, u haqiqiy o‘qning
har bir nugtasida analitik bo‘ladi, ammo uning ushbu

f@) - 3 (-1

k=0

Teylor qatorining yaginlashish radiusi, biz kutgandek +oo ga emas,
balki 1 ga teng. Agar biz argumentning haqiqiy giymatlari bilan
cheklansak, bu holni tushuntirib bo‘lmaydi. Bordiyu biz bu funksiyani
kompleks tekislikda qarasak, boshqgacha aytganda, uning kompleks
tekislikka analitik davomini, ya’ni quyidagi

1 (o)
f(z) = T2 Z (—1)F2%%, 2] < 1,
k=0

funksiyani qarasak, u holdauning yaqinlashish radiusi yana 1 ga
teng bo‘lib goladi, lekin endi yaqinlashish doirasi chegarasida bu
funksiya analitik bo‘lmagan nuqgtalar paydo bo‘ladi. Chunonchi, z =
+i nugtada qaralayotgan funksiya analitik emas.

Umumiy holda, agar funksiya (10.9.39) ko‘rinishdagi darajali qa-
torga yoyilsa, kompleks tekislikdagi yaginlashish doirasining chega-
rasida bu funksiya analitik bo‘lmagan nuqta albatta topilishini is-
botlash mumkin.



Qo‘shimchalar

Umuman aytganda, ushbu matematik tahlil kursida o‘quvchidan
boshlang‘ich tushunchalarga ega bo‘lishlik talab gilinmasada, lekin
darslikda matematik mantiq va to‘plamlar nazariyasining hozirgi
kunda an’anaviy bo‘lib qolgan belgilashlaridan foydalaniladi. Shu-
ning uchun, o‘quvchiga qulaylik yaratish magsadida, ushbu banda
to‘plamlar va matematik mantigning umumiy nazariyasidan qisqacha
ma’lumot keltiriladi.

§ Q.1. Matematik mantiq belgilashlari

1. Matematik mantigning asosiy obyekti mulohazalar va ular
ustida bajariladigan turli amallardir. Har bir mulohaza rost yoki
yolg‘on boflishi mumkin. Boshqacha aytganda, har bir mulohaza
uchun quyidagi ikki <rost> yoki <yolg‘on> giymatlardan birigina
rost bo‘ladi.

Mulohazalar ustidagi eng sodda amallardan biri inkor amalidir.
Inkor amali uchun quyidagi | belgilash ishlatiladi. Masalan, agar A
mulohaza bo‘lsa,uning inkori |A orqali belgilanadi va <A emas >
deb o‘giladi. Quyidagi inkorning rost giymatlari o‘z-o‘zidan tushu-
narlidir:

agar A rost bo‘lsa, | A yolg‘on;

agar A yolg‘on bo‘lsa, | A rost.

Mulohazalar ustidagi muhim amallar gatoriga kon’yunksiya va
diz’yunksiyalar ham kiradi.

Ikki A va B mulohazalarning kon’yunksiyasi

ANB



§Q.1. Matematik mantiq belgilashlari 567

ko‘rinishda belgilanib ( <A va B> deb o‘qiladi), faqat va faqat har
ikkala A va B mulohazalar rost bo‘lgandagina rost giymatni gabul
giladigan mulohazadan iboratdir.

Ikki A va B mulohazalarning diz’yunksiyasi esa

AV B

ko‘rinishda belgilanib (<« A yoki B> deb o‘qiladi), faqat va faqat A va
B mulohazalardan kamida bittasi rost bo‘lgandagina rost giymatni
gabul giladigan mulohazadan iboratdir.
Implikatsiya yoki «kelib chigmoglik> mulohazalar ustidagi yana
bir muhim amallardan biridir.
Implikatsiya
A= B

ko‘rinishda belgilanib(«A mulohaza B ni implikatsiyalaydi> yoki
<agar A bajarilsa, B ham bajariladi > deb o‘qiladi), quyidagicha
aniglanadigan mulohazani anglatadi:

agar A rost bo‘lsa, B ham rostdir,

agar A yolg‘on bo‘lsa, B rost ham, yolg‘on ham bo‘lishi mumkin.

Boshgacha aytganda, rost rostni implikatsiyalaydi, yolg‘on esa
har ganday mulohazani implikatsiyalashi mumkin.

Ikki A va B mulohazalar ekvivalentlikligi yoki teng kuchlikligi

A& B

ko‘rinishda belgilanib(<«A mulohaza B ga ekvivalent> deb o‘qiladi),
u faqat va fagat A va B bir xil giymat qabul qilgandagina rost
bo‘ladi.

Ekvivalentlikka misol sifatida quyidagi mulohazani keltiramiz:

(A= B) & (|B=]4).

Bu mulohaza teoremalarni teskarisini faraz qilish usuli bilan is-
botlashda asqotadi. Chunonchi, A dan B ning kelib chigishini is-
botlash o‘rniga, biz B yolg‘on, ya'ni | B rost deb faraz gilamiz va
bundan |A ni keltirib chigaramiz, ya’ni bu holda A ham yolg‘on
bo‘lishini ko‘rsatamiz.
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2. Oddiy mulohazalardan nisbatan murakkabroq mulohazalar
tuzilishi mumkin. Murakkab mulohazalarni tushunishni osonlashti-
rish magsadida ba’zi ko‘p uchraydigan ifodalar uchun maxsus bel-
gilaghlar kiritish qulay bo‘ladi.

Agar P(x) ifoda 2 ning P xossaga ega ekanligini bildirsa,

VaP(x)

yozuv orqali <ixtiyoriy x uchun P xossa o‘rinli> degan tasdigni
belgilashga kelishib olamiz. Bu yerda V belgisi umumiylik kvantori
deyiladi.
Quyidagi
dxP(x)

ifoda orqali < P xossaga ega bo‘lgan kamida bitta x obyekt mavjud>
degan tasdigni belgilaymiz. Bu yerda 3 belgisi mavjudlik kvantori
deyiladi.

§ Q.2. To‘plamlar nazariyasi belgilashlari

1. To‘plam matematikaning boshlang‘ich, ta’rifsiz qabul qili-
nadigan tushunchalaridan biridir. Biz uchun muhimi to‘plamning
0‘z elementlari bilan aniqlanishidir, ya'ni har qanday obyekt uchun
u berilgan to‘plamning elementi yoki elementi emasligi hagida aniq
aytish mumkinligidir. Odatda to‘plamlarni belgilash uchun katta
(bosh) harflar, to‘plam elementlari uchun esa kichik (yozma) harflar
ishlatiladi. Masalan, A = {a, b, c} to‘plam 3 ta elementdan iborat.

Agar a obyekt A to‘plamning elementi bo‘lsa, bu tasdiq quyida-
gicha yoziladi:

a € A.

Masalan, A = {1,2,3} bo‘lsa, 2 € A bo‘ladi.
Aksincha, agar a berilgan A to‘plamning elementi bo‘lmasa,

a¢ A
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deb belgilanadi. Masalan, agar A yuqoridagi to‘plam bo‘lsa, 4 ¢ A
bo‘ladi.

Shuni aytish kerakki, to‘plamda ikkita bir xil element bho‘lmaydi,
yva’ni to‘plam elementlarining qaytarilib kelishi mumkin emas. Masa-
lan, quyidagi oltita element birlashmasi:

{1,2,2,3,3,3}

to‘plam bo‘lmaydi. Bu birlashmaga kiruvchi elementlar quyidagi
to‘plamni tashkil etadi:
{1,2,3}.

Agar A to‘plamning har bir elementi B to‘plamning ham ele-
menti bo‘lsa, A to‘plam B to‘plamning gismiy to‘plami deb ataladi
va A C B kabi belgilanadi. Masalan, agar A = {1,2,3} va B =
{1,2,3,4} bo‘lsa, A C B bo‘ladi. Qismiy to‘plam ta’rifini matema-
tik mantiq belgilashlari yordamida quyidagicha yozish mumkin:

(ACB) < [|(aeA) = (a€B).

Agar bir vaqtning o‘zida A C B va B C A bo'lsa, A va B
to‘plamlar teng deyiladi va A = B deb yoziladi. Boshqgacha aytgan-
da, agar ikki to‘plam bir xil elementlardan iborat bo‘lsa, ular teng
deyiladi.

Bunday ta’rif, o‘zining tabiiy ko‘rinishiga qaramasdan, bizni ba’zi
matematik obyektlar to‘g‘risida shakllangan tasavvurimizni gayta
ko‘rib chigishga majbur qiladi. Masalan, agar har bir geometrik
shaklga biror nugtalar to‘plami deb qarasak, ikki geometrik shakl
fagat ustma-ust tushgandagina teng bo‘lar edi. Xususan, bunday
garashda har bir uchburchak fagat o‘zigagina teng bo‘ladi.

Yuqoridagi ta’rifdan har ganday to‘plam o‘zining qismiy to‘plami
ekanligi kelib chigadi. Agar A C B va A # B bo‘lsa, A to‘plam B
ning xos qismiy to‘plami deyiladi.

2. Biz quyida to‘plamlar ustida bajariladigan eng sodda amal-
larni keltiramiz.
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Ikki A va B to‘plamlar birlashmasi deb A yoki B to‘plamga
tegishli bo‘lgan, ya’ni shu to‘plamlardan aqalli bittasiga tegishli
bo‘lgan barcha elementlar to‘plamiga aytiladi. A va B to‘plamlar
birlashmasi AU B simvoli orqali belgilanadi. Masalan, A = {1,2,3}
va B = {3,4,5} bo‘lsa, AUB = {1,2,3,4,5} bo‘ladi. Birlashmaning
ta’rifini matematik mantiq belgilashlari yordamida quyidagicha yo-
zish mumkin:

(ae AUB) < (a€A)V(aeB).

Ikki A va B to‘plamlar kesishmasi deb bir vaqtning o‘zida ham
A, ham B to‘plamlarga tegishli barcha elementlar to‘plamiga ayti-
ladi. A va B to‘plamlar kesishmasi AN B simvoli orqali belgilanadi.
Masalan, yuqoridagi to‘plamlar uchun AN B = {3}, ya’ni kesishma
bitta elementdan iborat. Matematik mantiq belgilashlari yordamida
kesishma ta’rifini quyidagicha yozish mumkin:

(ae ANB) < (a€A)AN(a€B).

Umuman elementi bo‘lmagan to‘plamga bo‘sh to‘plam deyiladi
va ) ko‘rinishda belgilanadi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan foydalanib, ixtiyoriy A to‘plam
uchun quyidagi tengliklar o‘rinli ekanligini ko‘rsatish giyin emas:

AUA=A ANA=A AUD=A And=0.
Agar ikki A va B to‘plamlar uchun
ANB=10

tenglik o‘rinli bo‘lsa, ular kesishmaydigan to‘plamlar deyiladi. Masa-
lan, A = {1,2,3} va B = {4,5,6} bo‘lsa, AN B = 0 bo‘ladi.

Ikki A va B to‘plamlarning ayirmasi A\ B deb, A to‘plamning
B ga kirmagan barcha elementlari to‘plamiga aytiladi:

(x€e A\B) & (x € A)AN(x ¢ B).

Boshqgacha aytganda, A\ B to‘plam A dan B ga tegishli (agar
shundaylari mavjud bo‘lsa) barcha elementlarni chigarib tashlash
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bilan hosil qilinadi. Masalan, A = {1,2,3} va B = {3,4,5} bo‘lsa,
A\ B = {1,2} bo‘ladi. Albatta, agar A va B to‘plamlar kesishmasa,
A\ B = A bo'ladi.

AuB

3. To‘plamlar nazariyasidagi eng muhim tushunchalardan biri
akslantirishdir. Bu tushuncha ham odatda boshlang‘ich tushunchalar
qatoriga kiritilib, ta’rifsiz qabul gilinadi. Agar ikki A va B to‘plamlar
berilib, A to‘plamning har bir a elementiga B to‘plamning biror f(a)
elementi ma’lum hir qonuniyat asosida mos qo‘yilsa,

f:A—> B

akslantirish berilgan deyiladi.

Agarda f : A — B akslantirish uchun quyidagi ikki shart:

(i) har qanday a1 € A, ag € A va a1 # az uchun f(a1) # f(a2);

(ii) har qanday b € B uchun shunday a € A topiladiki, u uchun
fla) =b;
o‘rinli bo‘lsa, u holda bu akslantirish o‘zaro bir giymatli deyiladi.

Birinchi shart f akslantirishning turli elementlarga turli ele-
mentlarni mos qo‘yishini anglatadi. Demak, agar bu shart bajarilsa,
biz f(a) elementga a elementni mos qo‘yuvchi teskari f~! akslan-
tirishni aniglashimiz mumkin.

Ikkinchi shart f ning A to‘plamni B to‘plamning ustiga aks-
lantirishini bildiradi. Shunday ekan, agar ikkinchi shart bajarilsa,
teskari f~! : B — A akslantirish B to‘plamning barcha elementlari-
da aniqlangan ho‘lib, quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

1) har qanday a € A uchun f~!(f(a)) = a tenglik o‘rinli;
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2) har qanday b € B uchun f(f~1(b)) = b tenglik o‘rinli.

Shubhasiz, har qanday o‘zaro bir gqiymatli akslantirishga teskari
akslantirish ham o‘zaro bir giymatli bo‘ladi. Agar ikki A va B
to‘plamlar uchun bhirini ikkinchisiga o‘zaro bir qiymatli akslantirish
mavjud bo‘lsa, bu to‘plamlar ekvivalent deyiladi. Bunday holda ikki
A va B to‘plamlarni bir xil quovvatga ega ham deyishadi.

Chekli sondagi elementlarga ega bo‘lgan to‘plam chekli to‘plam
deyiladi. Bunday to‘plamlar bir xil quvvatga ega bo‘lishi uchun
ularning elementlari soni o‘zaro teng bo‘lishi zarur. Shu ma’noda
to‘plam quvvati tushunchasini natural sonlar tushunchasining umum-
lashmasi deyish mumkin.
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